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V Российская конференция

«Многофазные системы: теория и приложения»

Урманчеев С.Ф.

Российская конференция с международным
участием «Многофазные системы: теория и прило-
жения», посвященная 20-летию со дня основания
Федерального государственного бюджетного учре-
ждения науки Института механики им. Р. Р. Мав-
лютова Уфимского научного центра Российской
академии наук, проведена в г. Уфе в период со 2
по 5 июля 2012 г.

Конференция была проведена Институтом ме-
ханики им. Р. Р. Мавлютова УНЦ РАН совместно с
Центром микро- и наномасштабной динамики дис-
персных систем БашГУ при поддержке Отделения
энергетики, машиностроения, механики и процес-
сов управления РАН, Уфимского научного центра
РАН, Академии наук Республики Башкортостан.

Заседания проходили в конференц-зале Уфим-
ского научного центра РАН и на территории Ин-
ститута механики. Все заявленные доклады состо-
ялись. Было сделано 23 лекционных сорокаминут-
ных докладов и 56 секционных докладов с пяти-
минутной презентацией материала и последующим
обсуждением результатов исследований.

После открытия конференции с докладом об
истории создания и становления института высту-
пил директор д.ф.-м.н. Саид Федорович Ур-

манчеев. В докладе были отмечены основные на-
правления деятельности института и достаточно
подробно представлены научные достижения со-
трудников. Особо были подчеркнуты исследования,
результаты которых представляются приоритетны-
ми для института. К ним, в частности, относятся:

• динамическая устойчивость и колебания в за-
дачах взаимодействия конструкций с рабочими
средами;

• теория идентификации краевых условий и ди-
агностика технических систем;

• интеллектуальные системы планирования тра-
екторий группы мобильных роботов;

• кумуляция энергии при сверхсильном сжатии
парогазовых пузырьков в акустических полях

и влияние эволюции искажений сферической
формы пузырька на достижение предельно вы-
соких значений давления и температуры внут-
ри пузырька;

• широкодиапазонные термодинамически согла-
сованные уравнения состояния воды и органи-
ческих соединений;

• динамика пузырьковых кластеров и структу-
рообразование при акустической кавитации;

• автомодельное схождение ударных и детонаци-
онных волн по теплопроводному газу;

• симметрийный анализ дифференциальных
уравнений механики и решения с линейным
полем скоростей для уравнений газодинамиче-
ского типа;

• гидродинамика аномально термовязких сред в
неоднородном температурном поле;

• теплофизика процессов разложения газовых
гидратов и создание теоретических основ тех-
нологии извлечения углеводородного сырья на
шельфе;

• течение дисперсных систем в капиллярах и эф-
фект динамического запирания.

В области инновационных исследований созда-
ны:

• программные продукты для обеспечения энер-
госберегающих технологий транспортировки
нефти и газа по магистральным трубопрово-
дам;

• инструментарий микроробототехнических си-
стем для автоматизации микроманипулятор-
ных операций;

• аппаратно-программный измерительный
комплекс для реконструкции обстоятельств
дорожно-транспортных происшествий.
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В заключение докладчик сформулировал ряд
новых перспективных направлений, в рамках ко-
торых будут проводиться исследования. Одним из
них является изучение микромасштабных течений
в приложении к задачам биологии, медицины и но-
вых технологий.

С докладом «Пузырьки, океан, климат, гло-
бальный кризис» выступил академик Роберт Ис-

кандерович Нигматулин (Москва, Институт

океанологии им. П. П. Ширшова РАН ). В докладе
подчеркнуто значение исследований в области ди-
намики пузырьков для анализа процессов в раз-
личных областях естественных наук и их прило-
жениях. Отдельно рассмотрена задача о возможно-
сти достижения сверхвысокой степени сжатия пу-
зырька, в том числе и с использованием органи-
ческих жидкостей. Приведен анализ влияния об-
разования ударной волны, конденсации пара, охла-
ждения жидкости, начального искажения сфериче-
ской формы и других факторов на параметры газа
при максимальном сжатии. Приведены сравнитель-
ные характеристики сжатия для воды и ацетона.
Отмечено, что финальная стадия сжатия пузырь-
ка в ацетоне сопровождается образованием ударной
волны. В качестве главной проблемы при решении
задачи о динамике пузырька в докладе было выде-
лено наличие иерархии масштабов процесса схож-
дения. Пузырек автором доклада был охарактери-
зован как «самая богатая модель в гидромеханике».

Далее в докладе были рассмотрены гидродина-
мические проблемы, связанные с моделированием
изменения климата, в которых также решающую
роль играет многомасштабность процессов. Внима-
ние слушателей было привлечено также описани-
ем природных циклов в формировании климата и
оценками влияния на него антропогенного воздей-
ствия.

Схождение пузырька может сопровождаться
потерей устойчивости его первоначальной сфериче-
ской формы. Наличие поверхности натяжения на
границе раздела газ (пар)–жидкость наводит на
мысль об аналогии с потерей устойчивости сфе-
рической оболочки. Потеря устойчивости цилин-
дрических оболочек при динамическом обжатии
рассмотрена М. А. Лаврентьевым и А. Ю. Ишлин-
ским (1949), а устойчивость границы раздела газ–
жидкость при ударно-волновом нагружении —
Р. Рихтмайером (1960) и Е. Е. Мешковым (1969). На
конференции был представлен обстоятельный до-
клад члена-корреспондента РАН Марата Ак-

сановича Ильгамова (Уфа, ИМех им. Р. Р. Мав-

лютова УНЦ РАН ), в котором были изложены
результаты, обобщающие результаты предыдущих
исследований. Для постановки обобщенной зада-

чи в статической формулировке вначале была рас-
смотрена задача о взаимодействии неустойчивостей
Эйлера и Рэлея–Тэйлора. Расчетная схема была
представлена по аналогии с задачей о продольно-
поперечном изгибе балки, но, при этом, находящей-
ся на границе двух жидкостей с различными плот-
ностями. Были построены области устойчивости и
предельные значения критических нагрузок, соот-
ветствующие критериям Эйлера и Рэлея–Тэйлора.
Далее, уже в динамической постановке, была реше-
на обобщенная задача о взаимодействии неустой-
чивостей Лаврентьева–Ишлинского и Рихтмайера–
Мешкова. Также были рассмотрены все предельные
случаи поведения системы.

Явление кумуляции при сжатии кавитацион-
ных пузырьков в жидкости было рассмотрено в до-
кладе д.ф.-м.н. Александра Алексеевича Ага-

нина (Казань, ИММ КазНЦ РАН ). Изложение ма-
териала было построено исходя из анализа много-
численных проявлений кавитации в технике и тех-
нологиях, включая медицинские приложения. Осо-
бое внимание было уделено развитию представле-
ний о воздействии акустического поля на пузырь-
ковый кластер в дейтерированном ацетоне, вклю-
чая финальную стадию сверхсильного сжатия от-
дельного пузырька, приводящую к эмиссии нейтро-
нов. С привлечением экспериментальных данных
показано, что в случае потери сферической фор-
мы пузырька в процессе сжатия эмиссия нейтронов
прекращается. Построена численная модель сжа-
тия пузырька с учетом развития искажений его
формы. Рассмотрена эволюция различных задан-
ных форм несферичности как при растяжении пу-
зырьков, так и при их сжатии. Установлено, что для
достаточно большого числа полуволн (n > 20), ха-
рактеризующих несферичность пузырька, влияние
вязкости жидкости становится определяющим фак-
тором, ограничивающим рост возмущений. Даль-
нейший численный анализ модели позволил устано-
вить эволюцию полей давления и температуры для
различных начальных форм искажения пузырька
и влияние пузырьков друг на друга в стримере.
Расчет по интегральному критерию эффективно-
сти сжатия, определяемому производством нейтро-
нов, показал, что сохранение сферичности пузырь-
ка приводит к наилучшим результатам по выходу
нейтронов.

Гидродинамическая неустойчивость двухфаз-
ных сред стала в последнее время важнейшим
разделом механики многофазных сред. Этот вид
неустойчивости характерен для процессов осажде-
ния, струйного и расслоенного видов течения дис-
персных систем и сопровождается физическими
эффектами, требующими объяснения на основе де-
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тального анализа явления. Математическому мо-
делированию некоторых задач, связанных с воз-
никновением неустойчивости на границе раздела со
средой, содержащей дисперсную фазу, был посвя-
щен доклад д.ф.-м.н. Александра Николаеви-

ча Осипцова (Москва, ИМех МГУ ). Модельные
представления основывались на уравнениях меха-
ники многофазных сред, полученных в результа-
те пространственного осреднения. При этом урав-
нения для несущей фазы рассматривались в эйле-
ровой системе переменных, а для дисперсной — в
лагранжевых.

На примере двухфазного течения в вертикаль-
ном канале приведен учет рассогласования скоро-
стей фаз. Математическая модель была сведена к
задаче о собственных значениях для модифициро-
ванного уравнения Орра–Зоммерфельда. Построе-
ны области устойчивости в пространстве парамет-
ров с учетом скольжения фаз. Далее были пред-
ставлены решения задач о концентрации частиц в
погранслое и о течении Пуазейля с учетом конечной
объемной концентрации частиц. В заключение бы-
ли рассмотрены вопросы алгебраической неустой-
чивости и «оптимальных» возмущений в модели
запыленного газа с неоднородным распределением
частиц.

Вопросы структурообразования в современной
гидродинамике занимают значительное место. Для
адекватного описания формирования так называ-
емой «тонкой структуры» течений неоднородных
и многофазных жидкостей в докладе профессора

Юлия Дмитриевича Чашечкина (Москва, ИП-

Мех им. А. Ю. Ишлинского РАН ) предложен под-
ход, базирующийся на основных постулатах гидро-
динамики. При этом в теоретических построени-
ях требуется выполнение условий полноты системы
уравнений и использование понятия наблюдаемо-
сти физических величин. Отмечается, что все ви-
ды течений реальных жидкостей имеют сложную
структуру и включают крупномасштабные компо-
ненты и семейство мелкомасштабных компонент.
Первые соответствуют регулярно возмущенным ре-
шениям, а вторые — сингулярно возмущенным ре-
шениям. На основе их разложений в ряды и стро-
ятся конкретные модели гидродинамических явле-
ний. Сделан важный вывод о вырождении фунда-
ментальной системы уравнений для классического
приближения однородной жидкости. Рассмотрены
различные виды течений, индуцированных диффу-
зией на препятствии в стратифицированных сре-
дах.

Один из наиболее интересных процессов в при-
роде, требующих досконального изучения, — это
извержение вулкана. Прогнозирование времени и

параметров извержения приводит к необходимо-
сти построения адекватных моделей, учитывающих
главные особенности процесса. Наиболее важной из
них представляется динамическое поведение тяже-
лой пузырьковой магмы при взрывных извержени-
ях вулкана. Эта проблема, включая разработку ма-
тематической модели, была рассмотрена в докла-
де профессора Валерия Кирилловича Кед-

ринского (Новосибирск, ИГ им. М. А. Лаврентье-

ва СО РАН ). В основу математической модели был
положен экспериментальный факт, свидетельству-
ющий о том, что сжатый магматический расплав,
насыщенный газом, при декомпрессии трансформи-
руется в двухфазную систему газ–частицы. В моде-
ли были учтены следующие процессы: декомпрес-
сия, пересыщение расплава, спонтанная нуклеация,
образование микропузырьков, развитие пузырько-
вой кавитации. Все детали моделирования сопро-
вождались данными наблюдений и фотографиями.
На основе анализа модели были выведены управ-
ляющие безразмерные параметры. Были представ-
лены результаты расчетов по распределению пара-
метров процесса извержения в пространстве и их
изменение в заданной точке от времени. Числен-
ный анализ динамики состояния магмы позволил
обнаружить принципиальное влияние диффузии и
микро кристаллитов, способных играть роль ядер
кавитации, на структуру формирующихся в магме
волнового поля и поля массовой скорости. Показано
также, что предвзрывное состояние вулканических
систем, входящих в классификацию А. Лакро по
интенсивности извержений, по структурному при-
знаку идентичны схемам гидродинамических удар-
ных труб Glass–Heuckroth.

В дополнительном сообщении профессор
В. К. Кедринский представил экспериментальные
результаты последних лет на тему «Кавитацион-
ные явления и пузырьковые кластеры», а также
теоретические модели для описания обнаруженных
явлений.

Теоретические и экспериментальные результа-
ты по исследованию волн в двухфазных средах
нашли отражение в развернутом докладе члена-

корреспондента РАН Дамира Анваровича

Губайдуллина (Казань, ИММ КазНЦ РАН ), в
нем было представлено последовательное развитие
концепции механики многофазных сред при опи-
сании распространения акустических волн в поли-
дисперсных парогазокапельных средах. Приведено
описание аномального эффекта немонотонной за-
висимости диссипации звука от концентрации ка-
пель. Установлено, что определяющее влияние на
его возникновение в аэрозолях оказывают фазовые
переходы. Предложен акустический метод опреде-
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ления параметров смеси. Приведено сопоставление
с экспериментальными результатами по декремен-
ту затухания на длине волны (Cole, Dobbins, 1971),
подтверждающими предложенную теорию. Далее
к рассмотрению были предложены акустические
волны в пузырьковых средах. При построении мо-
дели внимание было уделено следующим фактам:
существованию внутренних пульсационных движе-
ний; неголономности уравнения состояния; высокой
плотности и малой скорости звука; особенностям
характера зависимости скорости и декремента за-
тухания звука от частоты. Была принята гипоте-
за о постоянстве плотности и температуры жидко-
сти. Построены зависимости фазовой скорости и де-
кремента затухания в зависимости от частоты для
различного состава компонентов смеси и началь-
ных радиусов пузырьков. Расчеты по распростране-
нию звука в двухфракционных полидисперсных пу-
зырьковых жидкостях были сопоставлены с экспе-
риментальными данными (E. Silberman). Далее бы-
ли рассмотрены задачи по динамике газовзвесей в
акустическом поле и нелинейные колебания аэро-
золя в закрытой трубе в безударно-волновом ре-
жиме, сопровождающиеся явлениями коагуляции и
осаждения частиц.

Акустические методы достаточно успешно при-
меняются для диагностики состояния как техни-
ческих объектов, так и нефтегазоносных пластов.
В докладе профессора Амира Анваровича Гу-

байдуллина (Тюмень, ТФ ИТПМ им. С. А. Хри-

стиановича СО РАН ) предложена математическая
модель распространения волн в пористых средах,
содержащих водонефтяную эмульсию для установ-
ления закономерностей изменения фазовых скоро-
стей и декремента затухания в зависимости от со-
става флюида, насыщающего пористую среду. В
ходе исследований установлено, что скорости рас-
пространения волн существенно зависят от водона-
сыщенности эмульсии. Показано также, что пори-
стая среда, содержащая водонефтяную эмульсию,
характеризуется повышенным затуханием волн по
сравнению с пористой средой, насыщенной водой
или нефтью

Исследование особенностей фильтрационных
процессов в пористых средах представляет значи-
тельный интерес для решения проблем, связанных
с нефтедобычей, а также в задачах охраны окружа-
ющей среды и теории пропитки в химической тех-
нологии. Задача о вихреобразовании при двухфаз-
ных течениях в пористых средах была рассмотрена
в докладе д.ф.-м.н. Анатолия Ивановича Ни-

кифорова (Казань, ИММ КазНЦ РАН ). Матема-
тическая постановка задачи фильтрации с учетом
капиллярных и гравитационных сил была сформу-

лирована в переменных «скорость–насыщенность».
Численное решение строилось с использованием
метода контрольного объема. Были рассмотрены
задачи о сегрегации воды и нефти, капиллярно-
противоточной пропитке, а также развития началь-
ного возмущения в насыщенности. Численно проде-
монстрирована возможность образования вихревых
структур в пористой среде при фильтрации.

В механике многофазных сред существенную
роль играют фазовые переходы. Наиболее сложным
аспектом при моделировании фазовых переходов
считается поведение термодинамической системы
в зоне метастабильного состояния. Доклад, посвя-
щенный термодинамическим аспектам выхода жид-
кости из метастабильного состояния, был сделан
профессором Владиславом Шайхуллагзамо-

вичем Шагаповым (Уфа, ИМех им. Р. Р. Мав-

лютова УНЦ РАН ). На примере вскипания пере-
гретой жидкости, содержащей газовые зародыши,
из условий механического и теплового равновесий
парового пузырька получены соотношения для ин-
кремента от радиуса парового пузырька при раз-
личных давлениях в жидкости и при различных
начальных значениях радиуса пузырька. Выведе-
но выражение для максимально возможного пере-
грева при заданном значении массы газового заро-
дыша и условие устойчивости жидкости с паровы-
ми пузырьками. Для вскипания жидкости, содер-
жащей газовые зародыши, при снижении давления
получена адиабата процесса и, в итоге, построена
схема процесса изменения радиуса пузырьков при
распространении волны разрежения. Полученные
результаты были использованы при создании тео-
ретической модели образования и разложения га-
зовых гидратов.

Одной из задач многофазной фильтрации яв-
ляется моделирование процессов, связанных с при-
менением потокоотклоняющих технологий, позво-
ляющих перекрывать высокопроницаемые участ-
ки пласта для эффективного вытеснения углево-
дородного сырья из низкопроницаемых участков.
В докладе к.ф.-м.н. Альфира Тимирзяновича

Ахметова (Уфа, ИМех им. Р. Р. Мавлютова УНЦ

РАН ) предложен принцип, на основе которого в ка-
честве потокоотклоняющего реагента возможно ис-
пользование водонефтяных эмульсий. Он основан
на особенностях протекания эмульсий в капилля-
рах и узких каналах переменного сечения, получив-
ших название «эффект динамического запирания».
Представлены результаты многолетних лаборатор-
ных экспериментальных исследований проявления
эффекта запирания в капиллярах, узких отверсти-
ях, пористых средах при задании различных усло-
вий протекания для эмульсий различного состава,
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включая кровь.

Прикладные аспекты нелинейной фильтрации
в низкопроницаемых коллекторах были рассмотре-
ны в докладе д.ф.-м.н. Виталия Анваровича

Байкова (Уфа, ООО «РН-УфаНИПИнефть»). Бы-
ли представлены различные виды классификации
низкопроницаемых коллекторов и развитие пред-
ставлений о формулировке закона фильтрации. По-
казано, что во всей области градиентов давления
для низкопроницаемых коллекторов широко из-
вестный закон Дарси не работает. Установлено, что
отличие низкопроницаемых коллекторов от высо-
копроницаемых состоит в постоянно изменяющемся
тангенсе угла наклона на графике зависимости ско-
рости фильтрации от градиента давления в области
градиентов давления ниже критических. Предло-
жена математическая модель фильтрации, учиты-
вающая эффекты, связанные с наличием предель-
ного градиента давления и приведены численные
результаты по обводнению Приобского месторож-
дения нефти, характеризующегося наличием низ-
копроницаемых коллекторов.

Вытеснение нефти из пласта водой в про-
цессе разработки нефтяного месторождения неиз-
бежно сопровождается образованием водонефтяной
эмульсии. Устойчивость такого рода систем приво-
дит к проблеме их разделения на нефть и воду.
В докладе профессора Лианы Ароновны Ко-

валевой (Уфа, Центр микро- и наномасштабной

динамики дисперсных систем БашГУ ) для реше-
ния поставленной проблемы был представлен ме-
тод разрушения водонефтяных эмульсий электро-
магнитным излучением. В докладе была подробно
описана физическая основа предлагаемого метода,
схема лабораторного стенда и приведены резуль-
таты исследования влияния воздействия высокоча-
стотного электромагнитного поля на микрострук-
туру водонефтяной эмульсии. Было изучено также
воздействие и сверхвысокочастотного электромаг-
нитного излучения. Методами численного модели-
рования была исследована задача о тепловой кон-
векции, возникающей в капле жидкости при погло-
щении излучения. Задача о конвекции была постав-
лена в связи с установлением механизма разруше-
ния капли.

Математические модели, использующие кон-
цепцию механики многофазных сред, нашли широ-
кое применение и при анализе процессов в ядер-
ных энергетических установках. Методы расче-
та гибридных систем в ядерном топливном цик-
ле были представлены в докладе д.ф.-м.н. Сер-

гея Ивановича Лежнина (Новосибирск, ИТФ

им. С. С. Кутателадзе СО РАН ). Эти системы
можно использовать для наработки ядерного топ-

лива из природного урана или тория, а также для
создания энергетических систем средней и малой
мощности. Актуальность их применения опреде-
ляется и тем, что одновременно они могут слу-
жить станциями по переработке и дожиганию дол-
гоживущих радиоактивных отходов (прежде всего
минорных актинидов), что позволит решить про-
блему стремительного накопления отработанного
ядерного топлива в мире. В докладе описан ком-
пьютерный код для проведения расчетов физиче-
ских параметров гибридных энергетических систем
и сравнение расчетных и экспериментальных дан-
ных. Приведены условия энергетической эффек-
тивности установки.

Проблемам атомной энергетики был посвящен
и следующий доклад, представленный д.ф.-м.н.

Николаем Алексеевичем Прибатуриным (Но-

восибирск, ИТФ им. С. С. Кутателадзе СО РАН ),
в котором был отражен повышенный интерес к ис-
следованию двухфазных потоков в сборках стерж-
ней тепловыделяющих элементов. Результаты экс-
периментальных исследований структуры двух-
фазного течения в ячейке между тепловыделяю-
щими элементами показывают, что в потоке жид-
кости образуются как мелкие пузырьки газа, так и
крупные удлиненные газовые образования, полно-
стью перекрывающие поперечное сечение ячейки.
Интересно отметить, что проведенные измерения
азимутального распределения газосодержания во-
круг центрального стержня указывают на слабый
обмен газом между ячейками. Показано также, что
ввод в канал перемешивающих решеток приводит к
перераспределению газа в сечении канала по срав-
нению с дистанционирующей решеткой. За решет-
ками происходит дробление крупных пузырей газа,
при удалении от решеток изменения размеров пу-
зырей не зарегистрировано. С использованием про-
граммных продуктов вычислены значения газосо-
держания в сборках с использованием решеток раз-
личного типа. Далее были определены распределе-
ния напряжений трения в однофазном потоке и их
пульсации в кольцевом канале на различных рас-
стояниях от преграды.

Нет особой необходимости подчеркивать реша-
ющее значение развития математических методов
для решения актуальных задач гидродинамики и
механики многофазных сред. Впечатляющие ре-
зультаты об исследовании симметрийных свойств
дифференциальных уравнений переноса дробного
порядка были получены в работе, представленной
д.ф.-м.н. Рафаилом Кавыевичем Газизовым

(Уфа, УГАТУ ). Доклад был сделан в стиле научно-
методической лекции с подробным введением необ-
ходимых определений и основных свойств дробных
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производных, включая правила замены перемен-
ных в уравнениях дробного порядка. Была прове-
дена нелокальная замена переменных и вычисле-
ны операторы, соответствующие нелокальным сим-
метриям. Далее симметрии использовались для по-
строения решений уравнений. Было рассмотрено
уравнение аномального диффузионного переноса,
для которого были найдены инвариантные реше-
ния. В заключение был рассмотрен метод инвари-
антных подпространств применительно к решению
эволюционных уравнений.

В докладе профессора Наиля Хайрулло-

вича Ибрагимова (Sweden, Karlskrona, Blekinge

Institute of Technology) были изложены результаты
исследований по построению точных решений урав-
нений математической физики с помощью законов
сохранения. В докладе описан последовательный
алгоритм нахождения частных решений уравнения
теплопроводности в анизотропной среде как при на-
личии источника, так и без него. Для этого внача-
ле осуществляется построение нетривиальных зако-
нов сохранения, затем определяются сохраняющи-
еся векторы для одного из них. После серии пре-
образований записывается точное частное решение
исходного уравнения. Аналогично можно использо-
вать и другие законы сохранения.

Анализ неавтономных подмоделей ранга один
в газовой динамике проведен в докладе профес-

сора Салавата Валеевича Хабирова (Уфа,

ИМех им. Р. Р. Мавлютова УНЦ РАН ). Рассмот-
рены различные случаи конических течений: сверх-
звуковое закрученное истечение в вакуум; постоян-
ный закрученный поток при течении вне конуса; за-
крученный источник на оси внутри конуса (смерч);
вихревой источник на оси внутри конуса. Для каж-
дого вида течения определялись мировые линии и
траектории движения частиц среды. Далее выпол-
нен симметрийный анализ и в следующих видах те-
чений таких, как схлопывания вакуумной полости,
коллапса, взрыва, стока в воронку и др. Приведен-
ный в докладе способ нахождения точных решений
заключается в рассмотрении групповых подмоде-
лей, построенных по надалгебрам подалгебр, по ко-
торым и были построены подмодели ранга один.

Задачи механики сплошных сред представля-
ют собой достаточно сложный объект для числен-
ного моделирования. Особого внимания при ре-
шении задач гидродинамики многофазных сред и
многих других задач заслуживает проблема оцен-
ки погрешности. В докладе, сделанном профес-

сором Владимиром Павловичем Житнико-

вым (Уфа, УГАТУ ), был описан метод, позволя-
ющий проводить достоверную оценку погрешности
численных результатов при решении задач механи-
ки. Предложена концепция, в соответствии с ко-

торой были разработаны методы численной филь-
трации результатов вычислительного эксперимента
для различных моделей процессов (степенной, по-
казательной, колебательной и др.), заключающи-
еся в последовательном исключении компонент и
идентификации оставшихся. Предложенный метод
идентификации, в отличие от методов экстраполя-
ции и регуляризации, позволяет получить непроти-
воречивые оценки погрешностей искомых парамет-
ров и уточнить результаты на несколько порядков,
что и было продемонстрировано на рассмотренных
примерах.

В докладе д.ф.-м.н. Азамата Мухтарови-

ча Ахтямова (Уфа, БашГУ ) была представлена
задача об идентификации условий закрепления в
механических системах. Определение условий за-
крепления было сведено к решению обратной зада-
чи, корректной по Тихонову, о колебаниях стерж-
ней и опертых по контуру пластин. Доказаны тео-
ремы для случаев, когда решение обратной задачи
осуществимо. Проведен анализ применения метода
квазирешений операторных уравнений для некор-
ректно поставленных задач.

В программе конференции было предусмот-
рено проведение круглого стола на тему о вли-
янии окружающей среды на функционирование
микроробототехнических систем. Доклад по дан-
ному направлению был сделан д.т.н. Олегом

Владимировичем Даринцевым (Уфа, ИМех

им. Р. Р. Мавлютова УНЦ РАН ). Рассмотренная
в докладе тема касалась использования техноло-
гий виртуализации в системах управления микро-
роботами и микросистемами. Докладчик подчерк-
нул, что при разработке микроробототехнических
систем был принят подход, основанный на прин-
ципе единства рассматриваемого объекта и окру-
жающей среды. В рамках указанного подхода был
создан инструментарий, позволяющий микроробо-
тотехническим устройствам осуществлять задачи,
связанные с их функциональным назначением. В
свою очередь, при создании инструментария про-
водился детальный учет физических процессов вза-
имодействия конструктивных элементов с окружа-
ющей средой, а затем определялась область изме-
нения рабочих параметров. В докладе были пред-
ставлены алгоритмы управления для рассмотрен-
ных систем, в частности, интеллектуальная система
планирования траекторий группы мобильных робо-
тов.

По окончании доклада слушатели были при-
глашены в лабораторию «Робототехника и управ-
ление в технических системах», где имели возмож-
ность познакомиться с устройствами робототехни-
ческих систем, созданных в институте, и с работами
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по созданию математического обеспечения управ-
ления ими.

В заключительной части конференции высту-
пил профессор Искандер Шаукатович Аха-

тов (USA, Fargo, NDSU ) с докладом о формирова-
нии лабораторий в Центре микро- и наномасштаб-
ной динамики дисперсных систем в Башкирском го-
сударственном университете в соответствии с целя-
ми и задачами гранта, полученного в рамках пра-
вительственной программы привлечения в Россию
ведущих ученых. Основное внимание было уделено
научным задачам, на решение которых нацелены
сотрудники Центра.

В докладе дан обстоятельный анализ различ-
ных видов дисперсных систем, встречающихся в
природе и технологиях. Показано, что возникнове-
ние современной приборной базы и развитие нано-
технологий привели к становлению новых научных
дисциплин таких, как микрофлюидика и нанофлю-
идика, изучающих движение весьма малых коли-
честв вещества и использующие новые приемы для
математического моделирования рассматриваемых
процессов.

Одним из объектов исследования в Центре яв-
ляются микро- и нанопузырьки, играющие опреде-
ляющую роль при течении жидкости в капиллярах
и каналах пористых сред, что представляет значи-
тельный интерес для понимания механизмов управ-
ления фильтрационными процессами в нефтяном
пласте и в тканях живых организмов. Другой объ-
ект — это эмульсии, свойства которых определя-
ются наличием сложного внутреннего строения ча-
стиц дисперсной фазы.

Докладчик отметил, что эксперименталь-

ные исследования под руководством профессора
Клауса–Дитера Олля (Claus-Dieter Ohl, Nanyang
Technological University, Singapore) проводятся
на самых современных приборах, которые в
течение последнего года были приобретены на
средства «мегагранта», такие, как атомно-силовой
микроскоп, электронно-оптический детектор ча-
стиц, конфокальный микроскоп, фемтосекундный
лазер, высокоскоростная кинокамера и другие.
Вычислительная лаборатория, возглавляемая про-

фессором Наилем Асгатовичем Гумеровым

(USA, University of Maryland), также оснащена
современными высокопроизводительными вы-
числительными комплексами. Для численной
реализации сложных вычислительных алгоритмов,
которые разрабатываются в Центре и проведения
ресурсоемких расчетов к использованию готов
вычислительный кластер, оборудованный дву-
мя вычислительными узлами по два CPU Intel
Xeon 5660, четыре передовых вычислительных
графических карты Nvidia Tesla C2075 и 48 ГБ
RAM.

Докладчик отметил, что Центр тесно связан с
рядом кафедр физического и математического фа-
культетов БашГУ, а также с Институтом механики
им. Р. Р. Мавлютова УНЦ РАН. А в текущем году
приступил к выполнению исследований по заказу
ООО «Газпромнефть НТЦ».

Презентации секционных докладов проходили
по следующим разделам: «Многофазные потоки»,
«Газовые гидраты», «Вычислительная механика»,
«Волны», «Робототехника и системы управления»,
«Микро- и наномеханика», «Прочность».
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Способы и методы кодирования информации о

внешней среде для мобильных роботов1
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В статье рассматривается методика организации канала беспроводной передачи данных по оптическому
каналу, с использованием системы технического зрения и маркеров расширенной виртуальной реальности.
Описываются способы и методы кодирования информации с помощью двумерного кода: динамический и
цветной варианты кода. Представлен экспериментальный робототехнический комплекс, на базе которого
проводятся тестирование и отладка методов кодирования–декодирования информации в двумерных кодах.

1. Введение

Мобильные роботы в силу своей специфики
предназначены для функционирования в недетер-
минированной внешней среде. При построении цен-
трализованной системы управления коллективом
мобильных роботов выбор алгоритмов, целей зави-
сит от способов обмена данными между роботами
и центральным компьютером.

Беспроводные каналы связи (Bluetooth, ZigBee)
способны передавать данные на скорости до
2 Мбит/с, и этого вполне достаточно для дву-
направленной передачи данных между роботом и
центральной системой управления. Однако, когда
требуется управление группой мобильных роботов,
осуществить одновременный прием и обработку ра-
диосигналов в режиме реального времени будет
невозможно. Придется либо уменьшить количество
роботов в коллективе, либо искать другие спосо-
бы беспроводной связи, способные увеличить ско-
рость передачи данных. Также основным недостат-
ком данных способов организации канала обратной
связи при управлении коллективом мобильных ро-
ботов является невозможность отследить ориента-
цию и местоположение робота в пространстве.

2. Маркеры расширенной виртуаль-
ной реальности

Достаточно часто для определения координат
и ориентации роботов, мониторинга окружающего
пространства используются системы технического
зрения (СТЗ), что дает, с одной стороны, обеспече-

1Работа выполнена при финансовой поддержке Програм-
мы № 1 Отделения ЭММПУ РАН «Научные основы робото-
техники и мехатроники»

ние «визуального» контакта оператора с объектом
управления, а, с другой стороны, появляется так-
же возможность организовать дублирующий канал
обмена данными. Использование в качестве систе-
мы кодирования маркеров расширенной виртуаль-
ной реальности существенно снижает требования
к пропускной способности канала, т.к. в этом слу-
чае основная вычислительная нагрузка ложится на
верхний уровень системы управления.

Маркер расширенной виртуальной реальности
представляет собой двумерный код, наподобие из-
вестных QR-кодов, DataMatrix и других. Основное
достоинство двумерных кодов — это легкое распо-
знавание сканирующим оборудованием (в том чис-
ле даже web-камерой), что дает возможность ис-
пользования такого подхода в различных сферах
деятельности: от бытового применения (с низкой
разрешающей способностью) до контроля техноло-
гических операций [1].

Наиболее предпочтительным для прототи-
па разрабатываемой системы оптической переда-
чи данных является использование технологии
DataMatrix [2] для кодирования оперативной ин-
формации робота, так как она является наибо-
лее компактной по геометрическим размерам, что
очень важно при ограничениях на размеры мобиль-
ных роботов. Минимальный размер такого кода 10
на 10 точек, в то время как у наиболее популярной
технологии QR-кодов при таком же уровне коррек-
ции ошибок — 21 на 21.

3. Алгоритм Рида–Соломона

На устойчивость каналов обмена данными к
внешним помехам в значительной мере влияют
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структура сети и помехозащищенность кода при
передаче данных. Поэтому, предлагается использо-
вать оптический канал связи с использованием дву-
мерных кодов, основанных на методике кодирова-
ния Рида–Соломона с коррекцией ошибок возмож-
ных при передаче данных.

Код Рида–Соломона [3] — эффективный и
удобный в реализации (k,N)-блочный код, позво-
ляющий обнаруживать и исправлять ошибки в ко-
дируемых байтах. Входным словом для него явля-
ется блок из k байт, выходным — кодовое слово из
N байт, состоящее из k исходных и N − k прове-
рочных байт. Алгоритм гарантирует, что при де-
кодировании в кодовом слове будут обнаружены и
исправлены t = (N − k)/2 байт, независимо от их
расположения внутри кодового слова. Параметр t
носит название корректирующей способности кода.

Существует две разновидности кодирования:
систематический и несистематический коды. В
несистематическом коде закодированное сообщение
не содержит в явном виде исходного сообщения: за-
кодированное сообщение C(x) получается как про-
изведение исходного сообщения p(x) на порождаю-
щий многочлен g(x):

C(x) = p(x) · g(x).
Порождающий многочлен Рида–Соломона

строится следующим образом:

g(x) =
∏

(i=1...D−1)

(x+ai) = (x+a1)(x+a2)...(x+aD−1),

где a — примитивный элемент поля Галуа; D —
«расстояние Хэмминга», D = N −K + 1.

Систематический код строится немного иначе.
Сначала полином сдвигается на K коэффициентов
влево, а потом вычисляется его остаток от деления
на порождающий полином и прибавляется к p′(x):

p′(x) = p(x) · x(N−K),

C(x) = p′(x) + p′(x) mod g(x).

Таким образом, в систематическом коде K–
старших коэффициентов полученного кода C(x) со-
держат исходное сообщение, а остальные — избы-
точное, что облегчает обработку данных во время
декодирования.

Закодированное сообщение C(x) обладает
очень важным свойством: оно без остатка делится
на порождающий многочлен g(x). В случае по-
явления остатка от деления можно считать, что
закодированное сообщение было искажено.

Процесс кодирования сводится к операциям
сложения и умножения по модулю 256, что суще-
ственно снижает требования к бортовым вычисли-
тельным системам мобильного робота [4].

Каждый код имеет измерительные линейки,
которые выглядят как сплошная линия по одно-
му краю символа, и равномерно расположенные
квадратные точки одинакового размера по другому
краю. Эти линейки используются для определения
ориентации и плотности кода и поэтому позволя-
ют считывать код при любом положении робота в
пространстве.

4. Технология матричного фотоскани-

рования

В настоящее время существует множество про-
грамм распознавания двумерных кодов как про-
мышленного, так и бытового назначений. Большин-
ство программ предназначено для распознавания
одиночных статичных кодов, в том числе и про-
граммы, использующие камеры мобильных теле-
фонов. При решении задачи управления коллекти-
вом роботов требуется другое алгоритмическое ре-
шение, так как необходимо одновременное распо-
знавание двумерных кодов со всех роботов, нахо-
дящихся в рабочей зоне, в режиме реального вре-
мени. Для этого необходимо реализовать разбиение
изображения получаемого с камеры СТЗ на секто-
ра с последующим распознаванием двумерных ко-
дов в каждом секторе в соответствии с выбранной
стратегией обхода. Подобный подход к решению по-
ставленной задачи не в полной мере подходит для
коллектива мобильных роботов, так как при пере-
движении коллектива роботов достаточно сложной
и неоднозначной становится задача динамического
разбиения изображения на сектора произвольного
размера, чтобы гарантированно обеспечить выде-
ление всех видимых двумерных кодов с последую-
щим их считыванием и декодированием. Интерес-
ным решением в этой связи представляется реа-
лизация технологии матричного фотосканирования
(Area Image). Матричный фотосканер представля-
ет собой быстродействующий фотоаппарат, произ-
водящий большое количество снимков в секунду и
обладающий способностью распознавания несколь-
ких кодов одновременно. Все операции производят-
ся со сканированным изображением, что позволя-
ет распознавать как линейные штрих коды, так и
двумерные. К преимуществам данной технологии
также относится отсутствие жестких требований к
точному наведению оптической системы и ориента-
ции кода относительно сканера, что немаловажно
при реализации системы управления коллективом
мобильных роботов.

5. Динамический двумерный код

Для обеспечения покрытия всей рабочей зоны
действия коллектива мобильных роботов потребу-
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ется скоростная камера с высокой разрешающей
способностью. Если на каждом роботе коллектива
будет установлен квадратный дисплей для отобра-
жения двумерного кода со стороной l миллиметров
и разрешением x точек, тогда минимальный размер
точки двумерного кода d будет равен отношению l
на x. Следовательно, чем больше величина d, тем
меньше требования к разрешающей способности ка-
меры, но при этом объем кодируемой информации
тоже уменьшается. При достаточно больших объ-
емах передаваемой информации решение пробле-
мы гарантированного распознавания видится в ис-
пользовании динамического двумерного кода: пере-
даются не один, а несколько двумерных кодов, по-
следовательно кадр за кадром (рис. 1). При таком
подходе, соответственно, увеличивается время пе-
редачи информации, но при этом уменьшается раз-
мер кадра, растет геометрический размер отдельно-
го элемента двумерного кода, что приводит к сни-
жению аппаратно-временных затрат и увеличению
скорости распознавания. Использование динамиче-
ского двумерного кода требует разработки специ-
альной организации передачи данных, где каждый
кадр пакета данных должен содержать часть ин-
формации о предыдущем кадре для сохранения це-
лостности пакета при передаче.

6. Цветной двумерный код

При построении маркерных модулей на борту
мобильных мини-роботов компактность кода явля-
ется одним из значимых параметров, поэтому ис-
пользование технологии DataMatrix наиболее пред-
почтительно. С целью увеличения объема пере-
даваемой информации предлагается сделать код
двухслойным. В качестве первого слоя будет высту-
пать сам код DataMatrix, а второй слой будет пред-
ставлять собой цветной код, наложенный на черные
точки основного кода (рис. 2).

При этом первый слой кода (черные метки)
предлагается сгруппировать в сектора размером 4
на 4 точки, чтобы гарантированно получить хотя
бы одну черную точку для кодирования ее во вто-
ром слое. Таким образом, мы можем закодировать
основную информацию при помощи DataMatrix, не
выделяя дополнительного пространства для слу-
жебной (контрольной) информации, которая поме-
щается на второй слой.

7. Экспериментальный комплекс

Для тестирования и отладки различных спо-
собов кодирования двумерных кодов, а также ор-
ганизации коллективного взаимодействия роботов
между собой был разработан специальный робо-
тотехнический комплекс. Конструкция мобильных

Рис. 1. Пример статического и динамического ко-
дов: а) DM-код (классика); б) DM-код (по-
делен на кадры)

Рис. 2. Цветной двумерный код на основе
DataMatrix

Рис. 3. Мобильная платформа
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роботов экспериментального комплекса была спро-
ектирована по модульному принципу (рис. 3), что
позволяет расширить круг задач, которые можно
решать на данном комплексе. Каждый модуль фик-
сируется четырьмя металлическими стойками, ко-
торые обеспечивают жесткость конструкции и на-
дежно фиксируют модули друг над другом. Элек-
трическое соединение между модулями реализуется
шлейфами с электрическими разъемами, а универ-
сальный протокол обмена между модулями позво-
ляет подключать их в различной последовательно-
сти.

Такой подход позволяет изменять характери-
стики робота в широких диапазонах, что делает
их удобными и практичными для использования в
научно-исследовательских целях.

Для индикации цветных двумерных кодов ис-
пользуются полноцветные OLED -дисплеи (Organic

Light Emitting Device) – индикаторы на основе ор-
ганических светоизлучающих кристаллов. OLED-
дисплеи, по сравнению с ЖК-дисплеями, обладают
низким уровнем энергопотребления, высокой ярко-
стью и контрастностью изображения, не требуют
дополнительной подсветки и имеют широкий угол
обзора (до 160–180 градусов как в горизонтальной,
так и в вертикальной плоскости) без заметных иска-
жений цветопередачи. Все это облегчает обнаруже-
ние цветного маркера системой технического зре-
ния даже в зашумленной окружающей обстановке.

8. Заключение

Предлагаемые способ организации канала об-
ратной связи и архитектура системы управления
позволяют увеличить скорость генерации управля-
ющих воздействий, ускорить прием и обработку ин-
формации за счет одновременной передачи данных
о состоянии коллектива по оптическому каналу;
принимать решения в режиме реального времени и
своевременно реагировать на изменения ситуации.
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Изучены особенности течения эмульсий и суспензий с тождественным составом, полученных путем замо-
раживания дисперсной фазы, через цилиндрический микроканал и их реологические свойства. Проведен
термический анализ дисперсий на дифференциальном сканирующем калориметре.

1. Введение

На традиционный вопрос, каково различие в
реологических свойствах дисперсий с дисперсной
средой из жидких капелек и из твердых шариков
с одинаковой структурой, нам представляется воз-
можным ответить, если капли, в нашем случае вод-
ные, заморозить. При условии, что несущая фаза
при переходе через 0◦ C никаких скачкообразных
изменений не претерпевает.

Массовая концентрация дисперсии при фазо-
вых переходах остается неизменной. Однако струк-
турный состав и реологические свойства в боль-
шей степени определяются объемными соотношени-
ями, которые при фазовых переходах претерпевают
небольшие изменения.

Проведенный анализ температур фазовых пе-
реходов на дифференциальном сканирующем кало-
риметре показал, что полученные пики близки к
температурам плавления составляющих компонент.
Сравнительное изучение реологических свойств
с помощью ротационного вискозиметра Thermo
scientific Haake Mars III с использованием систе-
мы двойной конус показало небольшое различие в
свойствах дисперсии при фазовом переходе. Эф-
фект динамического запирания эмульсий состоит в
том, что течение эмульсии, несмотря на постоянно
действующий перепад давления на участке микро-

1Работа выполнена при частичной поддержке гранта Ми-
нистерства образования и науки РФ (11.G34.31.0040), а так-
же Программы фундаментальных исследований ОЭММПУ
«Механика неоднородных жидкостей в полях внешних сил»,
гранта Президента РФ для государственной поддержки ве-
дущих научных школ НШ-834.2012.1.

канала, со временем практически прекращается. В
случае суспензий этот эффект оказывается не та-
ким значительным.

2. Экспериментальная аппаратура и
методика измерений

Эмульсия (В/М) с составом дистиллирован-
ная вода — 40% и углеводородная фаза: декан —
51% с эмульгатором Span 80 — 9%, использова-
лась в гидродинамических экспериментах. При за-
мораживании она превращалась в суспензию, гид-
родинамические свойства которой изменялись при
отрицательных температурах. Было приготовлено
примерно 50 мл эмульсии в стеклянном сосуде,
радиус которого чуть больше радиуса мешающих
лопастей мешалки, время заливки воды по кап-
лям в раствор углеводородной фазы — 5 минут
при 600 об/мин, время перемешивания эмульсии —
15 мин при 1100 об/мин. Приготовленная эмульсия
статически стабильна, водная фаза начинает осе-
дать в первые 2 часа, но коалесценция не прояв-
ляется. По истечении двух суток выделение вод-
ной фазы в виде заметных коалесцировавших ка-
пель начинает проявляться. Для получения мик-
рофотографии эмульсии была использована ячей-
ка из предметного и покровного стекол с зазором
60 мкм. Для получения микрофотографии исполь-
зовался моторизованный инвертированный метал-
лографический микроскоп Axio Observer Z1m фир-
мы Carl Zeiss. На микрофотографиях эмульсии на-
блюдается наличие микрокапель с диаметрами в
диапазоне 1–10 мкм (рис. 1).
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Реологические измерения проводились с си-
стемой двойной конус на ротационном реометре
Thermo Scientific HAAKE MARS III с элементом
охлаждения на основе эффекта Пельтье в диапа-
зоне температур −8 ÷ +25◦ C. В качестве гидрав-
лической системы для гидродинамических исследо-
ваний дисперсий использовался стеклянный капил-
ляр внутренним диаметром 100 мкм, внешним диа-
метром 1,5 мм и длиной 2 см и подводящие дис-
персию и воду полиэтиленовые трубки. Давление
обеспечивалось газом из ресивера воздушного ком-
прессора, перепад фиксировался по манометру. На
выходе из микроканала дисперсия вытесняла воду
в отводящей трубке, которая поступала в стакан с
водой, покрытый слоем масла на границе раздела
с воздухом для исключения испарения воды. Изме-
нение массы на высокочувствительных весах фик-
сировалось на компьютере и соответствовало объе-
му протекшей через капилляр дисперсии. Для то-
го чтобы установить температуру замерзания мик-
рокапель воды в эмульсии и теплофизическое по-
ведение компонент дисперсии, мы воспользовались
высокочувствительным термическим анализатором
дифференциальным сканирующим калориметром
(ДСК) Diamond DSC фирмы PerkinElmer. При из-
мерениях использовались два тигля с крышками, в
один из тиглей была помещена исследуемая диспер-
сия в количестве 17 мг — 40% эмульсия и 11,4 мг —
углеводородная фаза, другой тигель — пустой —
использовался как эталонный. Измерения проводи-
лись при скоростях понижения и повышения тем-
пературы 10◦ C/мин. Приведем температуры фа-
зовых переходов первого рода компонент эмульсии:
декан — −27, 9◦ C, Span 80 — −16, 1◦ C, дистилли-
рованная Вода — 0◦ C. При понижении температу-
ры углеводородная фаза, как видно на термограм-
ме (рис. 2), дает пики сдвинутые по отношению к
температуре застывания Span 80 на 12◦ C к тем-
пературе застывания декана на 15◦ C. При охла-
ждении эмульсии температуры застывания воды и
декана сдвинуты приблизительно на 12◦ C, засты-
вание Span 80 на 7◦ C.

Уменьшение степени переохлаждения Span 80
связано с неоднородностью концентраций Span 80 в
объеме и у поверхности капель и влиянием замер-
зания воды. Термограмма, снятая при повышении
температуры для углеводородной фазы, дает пики
при температурах близких к температурам плавле-
ния ее компонент. В случае эмульсии более раннее
плавление декана связано с уменьшением его ко-
личества в объеме. Пик плавления льда пришелся
на 3◦ C, такой сдвиг по всей видимости связан с
большой теплотой фазового перехода льда при до-
статочно быстром темпе нагревания. По всей види-

Рис. 1. Микрофотография эмульсии ВМ

Рис. 2. Термограмма ДСК при понижении темпе-
ратуры (вверху) и повышении температуры
(внизу)
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Рис. 3. Зависимость объема эмульсии и суспензии,
протекающих через цилиндрический мик-
роканал (d = 100 мкм, l = 2 см) от вре-
мени, при постоянном перепаде давления
200 кПа

мости, при квазиравновесных, медленных темпах
нагревания и охлаждения дисперсии температура
плавления и замерзания дисперсной фазы близка к
0◦ C.

3. Полученные результаты и их об-
суждение

При течении через цилиндрический микрока-
нал эмульсии и суспензии с тождественным соста-
вом, проявляются некоторые отличия. Величина
расхода эмульсии в 1,5 раза выше расхода суспен-
зии (рис. 3), это обусловлено тем, что с понижени-
ем температуры вязкость дисперсии увеличивается
(рис. 4). Рассчитанные по модели Освальда де Ваа-
ля расходы на основе данных реологических изме-
рений для коэффициентов консистентности и по-
казателя степени [1] различаются еще больше, как
показано на рисунке.

В качестве основного отличия следует отме-
тить различие в состоянии «запирания», после 400-
ой секунды течение эмульсии практически прекра-
щается, в случае суспензии расход на 1,5 поряд-
ка больше и он вполне ощутим. Это связано с
тем, что в отличие от легко деформируемых капель
эмульсии, сферические льдинки суспензии сохра-
няют свою форму, поэтому происходит фильтра-

Рис. 4. Зависимость эффективной вязкости от
температуры при скорости деформации
сдвига 100 c−1 для дисперсии и углеводо-
родной фазы)

ция несущей фазы через упаковку твердых частиц.
Подобный эффект по запиранию суспензии обсуж-
дался в работах [2, 3] и объяснялся образованием
арочных структур в капиллярных каналах. В слу-
чае эмульсии динамическое запирание интерпрети-
руется проявлением трения между каплями воды,
их деформацией и, в связи с этим, образованием
структур [4] более плотных, по сравнению с сус-
пензией. Результаты реологических измерений как
эмульсии, так и суспензии на ротационном виско-
зиметре с большой достоверностью, аппроксимиру-
ются степенной функцией τ = k · γ̇n. Реологическое
поведение изученных дисперсий соответствует мо-
дели жидкости Оствальда де Ваале. По сравнению
с вязкостью несущей фазы (рис. 4) аппроксимация
зависимости эффективной вязкости дисперсии от
температуры к 0◦ C претерпевает небольшой ска-
чок, по всей видимости, связанный с закрепощени-
ем молекул ПАВ на оболочках льдинок.

4. Заключение

Сравнительный анализ особенностей течения
эмульсии и тождественной ей суспензии через мик-
роканал показал, что степень запирания эмульсии
на 1,5 порядка выше, это обусловлено более плот-
ной упаковкой микрокапель воды за счет их де-
формации при значительных градиентах давления.
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Установлено:

• данные реологических измерений эмульсии и
тождественной ей суспензии с большой сте-
пенью достоверности аппроксимируются моде-
лью жидкости Оствальда де Ваале;

• аппроксимационные зависимости эффектив-
ной вязкости эмульсии и суспензии от темпе-
ратуры к 0◦ C претерпевает небольшой скачок,
который связан с изменением условий обтека-
ния несущей фазой жидкой и твердой поверх-
ностей.
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Института физики молекул и кристаллов УНЦ
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Синхронизация гидродинамических и ориентационной

мод при электроконвекции в нематическом жидком

кристалле1

Батыршин Э.С., Делев В.А.

Институт физики молекул и кристаллов УНЦ РАН, Уфа

Экспериментально исследована пространственно-временная динамика осциллирующей электроконвективной
структуры в нематическом жидком кристалле при совместном воздействии переменного и постоянного на-
пряжений. Обнаружено, что увеличение постоянной составляющей напряжения приводит к синхронизации
гидродинамических мод с ориентационной твист модой директора. Полученные результаты позволяют сде-
лать вывод о том, что синхронизация связана с действием флексоэлектрического механизма.

1. Введение

Электроконвекция в нематических жидких
кристаллах (НЖК) является уникальной модель-
ной средой для изучения универсальных аспек-
тов образования и эволюции пространственно-
временного порядка в неравновесных системах раз-
личной природы [1, 2]. НЖК представляют собой
анизотропную жидкость, характеризующуюся ори-
ентационным упорядочением молекул удлиненной
формы. Преимущественное направление ориента-
ции молекул НЖК описывается полем директора
n [3]. Электроконвективная неустойчивость возни-
кает при приложении к слою НЖК, заключенно-
му между проводящими подложками, напряжения,
превышающего некоторое критическое значение.
При этом в пороге образуется периодическая систе-
ма полос, представляющих собой пространственно-
периодическую модуляцию поля директора и ско-
рости течения НЖК (электроконвективные рол-
лы). Непрекращающаяся активность в исследова-
ниях электроконвективных структур обусловлена
необходимостью изучения возможных механизмов
самоорганизации в сложных анизотропных систе-
мах. Относительная простота изменения контроль-
ных параметров (амплитуда и частота приложенно-
го напряжения), малые времена релаксации и вы-
сокий оптический контраст возникающих структур
вследствие оптической анизотропии НЖК дают ве-
сомые преимущества при экспериментальных ис-
следованиях электроконвекции по сравнению с дру-
гими системами.

1Работа выполнена при поддержке АН РБ (грант
№ 3.3.5.2-2011).

Стандартная модель электроконвекции [3, 4]
базируется на представлениях Карра [5] и Хельф-
риха [6] об электроконвективном механизме в ани-
зотропных жидкостях. В рамках этой модели были
рассчитаны пороговые характеристики неустойчи-
востей, имеющие хорошее совпадение с эксперимен-
тальными результатами. Сценарий неустойчивости
определяется знаками анизотропии диэлектриче-
ской проницаемости ǫa и проводимости σa и исход-
ным распределением поля директора [7, 8]. Обна-
ружение режима так называемой «нестандартной»
электроконвекции в НЖК с σa<0 [8–10], при кото-
ром конвективный механизм Карра–Хельфриха не
работает, инициировало дальнейшее развитие тео-
ретических моделей. Нестандартная электрокон-
векция получила свое объяснение в рамках моде-
ли, учитывающей вклад флексополяризации [11,
12], и дающей хорошее количественное согласие с
экспериментальными пороговыми характеристика-
ми. Существенное влияние флексополяризации на
электроконвекцию было продемонстрировано ранее
также и для НЖК с σa > 0 [13, 14].

В отличие от порога образования электрокон-
вективных роллов, который к настоящему времени
достаточно детально исследован эксперименталь-
но и теоретически, поведение системы в закрити-
ческой области гораздо менее изучено. Характер-
ной особенностью электроконвекции в НЖК выше
порога образования конвективных роллов являет-
ся большое многообразие вторичных неустойчиво-
стей и сценариев эволюции неравновесных струк-
тур, обусловленное различными нелинейными вза-
имодействиями гидродинамических и ориентацион-
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ных мод. Одним из наиболее важных механизмов,
определяющих развитие вторичных неустойчиво-
стей в закритической области, является возбужде-
ние однородной (в плоскости слоя) твист моды ди-
ректора [15, 16]. Кроме того, взаимодействие твист
моды с конвективными модами роллов в перемен-
ном электрическом поле может приводить к разви-
тию локальных осцилляций между двумя вырож-
денными состояниями наклонных роллов (так на-
зываемых «зиг» и «заг» роллов) [16]. Динамика та-
ких осцилляций представляет собой типичные кар-
тины пространственно-временного хаоса [17].

При воздействии постоянного электрического
поля развитие электроконвекции в закритической
области может приводить к формированию двумер-
ной структуры, представляющей собой суперпози-
цию зиг и заг роллов [18, 19]. Потеря устойчиво-
сти такой структуры также ведет к развитию зиг–
заг осцилляций. Их отличительной особенностью
является фазовая синхронизация, проявляющаяся
в генерации фазовых волн: бегущих, спиральных
и концентрических [20, 21]. Ранее были описаны
некоторые свойства зиг–заг осцилляций в постоян-
ном электрическом поле [22–24], однако механизм
их возникновения остается практически не изучен-
ным.

В данной работе изучался режим развитых
зиг–заг осцилляций при электроконвекции в пла-
нарном слое НЖК. Для исследования роли твист
моды и выявления механизма пространственно-
временной синхронизации зиг–заг осцилляций ис-
пользовалось комбинированное воздействие пере-
менного и постоянного напряжений на слой НЖК.

2. Методика эксперимента

Ячейка представляла собой плоский конденса-
тор с прозрачными стеклянными обкладками, на
внутреннюю поверхность которых был нанесен про-
водящий слой SnO2. Механическое натирание под-
ложек обеспечивало планарную ориентацию дирек-
тора (n0||x̂), которая контролировалась методом
вращения кристалла. Ячейка, заполненная МББА
(TCI Europe), помещалась в термокамеру Instec
и располагалась на столике поляризационного оп-
тического микроскопа Zeiss Axio Imager. Толщина
слоя НЖК, определенная интерферометрическим
методом, составляла d = (25 ± 0.3) мкм. Иссле-
дования проводились при температуре T = (28 ±
0.05) ◦C. Интенсивность прошедшего через ячейку
света регистрировалась CCD-камерой PCO VX44 в
плоскости слоя (x − y) размером 0.9 мм×0.9 мм с
пространственным разрешением 512×512 точек, ча-
стотой выборки 25 Гц и 256 уровням серого цвета.
Полученные изображения обрабатывались на ком-

пьютере. Применялась схема наблюдений, чувстви-
тельная к твист деформации директора: поляри-
затор перпендикулярен начальной ориентации n0,
анализатор параллелен n0, между ячейкой НЖК и
анализатором установлена фазовая пластинка λ/4
под углом 45◦ к n0 [25]. К ячейке прикладывалось
переменное напряжение прямоугольной формы со
смещенным положением среднего значения

U = Uacsign[sin(ωt)] + Udc.

В качестве источника напряжения использовал-
ся цифро-аналоговый преобразователь L-card-1250,
сопряженный с усилителем Tabor-9200. Частота пе-
ременного напряжения ω/2π = 20 Гц соответство-
вала режиму проводимости. Для каждой комбина-
ции Uac, Udc регистрировались последовательности
изображений I0(x, y, t) длиной 1024 кадра. Каж-
дое изображение последовательности нормирова-
лось на фоновое, полученное при нулевом прило-
женном напряжении:

I(x, y, t) = I0(x, y, t)/IBG(x, y).

Полученные таким образом последовательно-
сти изображений подвергались пространствен-
ной демодуляции для оценки амплитуд ак-
тивных мод: гидродинамических зиг, заг мод
Azig(x, y, t), Azag(x, y, t) и ориентационной твист
моды директора Atw(x, y, t). Техника демодуляции
детально описана в работах [26, 27]. После демоду-
ляции для каждой моды была восстановлена фаза
осцилляций φzig(x, y, t), φzag(x, y, t), φtw(x, y, t).
Для этого был использован метод, основанный на
применении вейвлет-преобразования [27, 28].

3. Результаты и обсуждение

При воздействии переменного напряжения с
амплитудой Uac = 6 В (Udc = 0) в слое МББА на-
блюдается электроконвективная неустойчивость в
виде хорошо известных «нормальных» роллов (ори-
ентированы перпендикулярно начальной ориента-
ции директора n0). С увеличением приложенного
переменного напряжения наблюдается следующая
последовательность переходов: зиг–заг неустойчи-
вость, сопровождающаяся образованием наклон-
ных роллов → переход к «анормальным» роллам
→ «варикозная» неустойчивость. Данный сценарий
переходов был предсказан в рамках расширенного
нелинейного анализа стандартной модели электро-
гидродинамики НЖК, учитывающего активацию
однородной твист моды [15,16].

Дальнейшее увеличение напряжения приво-
дит к возникновению в системе двумерной зиг–заг
структуры и при Uac = 8.5 В наблюдаются разви-
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тые зиг–заг осцилляции (рис. 1(а), слева). На изоб-
ражениях рис. 1(а) хорошо видны наклонные поло-
сы, соответствующие зиг и зиг роллам. Кроме то-
го, различимы крупномасштабные светлые и тем-
ные области, соответствующие разным знакам од-
нородной твист моды директора.

В исследованиях поведения системы при ком-
бинированном воздействии переменного и постоян-
ного напряжений изменения Uac и Udc производи-
лись таким образом, чтобы среднеквадратичное на-
пряжение Urms =

√
U2
ac + U2

dc оставалось неизмен-
ным. При Urms = 8.5 В, что соответствует режиму
развитых зиг–заг осцилляций при воздействии пе-
ременного напряжения, увеличение постоянной со-
ставляющей Udc выше некоторого порогового зна-
чения приводит к существенному изменению кар-
тины осцилляций (рис. 1(а), справа). Размеры об-
ластей, занятых роллами одного типа (зиг или заг)
значительно увеличиваются, что явно отражается в
изменении характерных пространственные масшта-
бов демодулированных амплитуд мод (рис. 1(б–г)).
Было установлено, что с ростом пространственной
упорядоченности в системе наступает частотная
синхронизация осцилляций. Результаты изучения
пространственно-временных корреляций при уве-
личении Udc детально представлены в работе [29],
где показано, что при превышении некоторого по-
рога Usyncdc ≈ 3.2 В длины корреляций в системе
увеличиваются на порядок.

Более того, сравнение изображений структуры
на рис. 1(а) показывает, что при Udc = 0 в области
однородного твиста одного знака могут существо-
вать роллы как зиг, так и заг типа, что говорит
о слабой корреляции локальной динамики конвек-
тивных мод роллов и однородной твист моды ди-
ректора. При Udc = 4 В в областях с твист мо-
дой одного знака существуют роллы только одного
типа, что говорит о синхронном поведении конвек-
тивных мод роллов и однородной твист моды. Ос-
цилляции упорядочиваются в плоскости структуры
и происходит генерация фазовых волн, аналогично
ситуации, наблюдавшейся при воздействии только
постоянного напряжения [20]. Для количественного
описания синхронизации активных мод был вычис-
лен стандартный параметр синхронизации [30]:

rzig,zage
iψzig,zag =

〈
ei[φzig(x,y,t)−φzag(x,y,t)]

〉

x,y,t
,

где < · · · >x,y,t означает усреднение по простран-
ству и времени. Аналогичным образом был опреде-
лен параметр синхронизации для других пар мод.
Параметр r = 1, когда моды осциллируют с посто-
янным сдвигом фаз, который определяется пара-
метром ψ. В обратном случае, когда разность фаз
между модами меняется равновероятно от 0 до 2π,

а

б

в

г

Udc = 0 Udc = 4.0 В

Рис. 1. Характерные картины электроконвекции
(а) и соотвествующие им демодулирован-
ные амплитуды зиг (б), заг (в) и твист (г)
мод при различных значениях Udc. Размер
показанных структур 0.45 мм × 0.45 мм,
Urms = 8.5 В. Более светлые области соот-
ветствуют большей амплитуде

r = 0. На рис. 2 показана зависимость параметров
синхронизации и сдвига фаз мод при изменении по-
стоянной составляющей напряжения Udc. При дей-
ствии только переменного напряжения (Udc = 0)
гидродинамические зиг, заг моды осциллируют в
противофазе (ψzig,zag ≈ π), а фаза твист моды за-
нимает некоторое промежуточное положение. Ди-
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Рис. 2. Параметр синхронизации мод (а) и сдвиг
фаз между ними (б) при различных значе-
ниях постоянной составляющей напряже-
ния Udc

намика мод не синхронизирована полностью, т.к.
r < 1. При этом величина синхронизации зиг и заг
мод между собой меньше величины их синхрониза-
ции с твист модой, что подтверждает теоретические
представления о том, что связь между зиг и заг мо-
дами опосредована через твист моду [16]. Увеличе-
ние постоянной составляющей Udc > Usyncdc ≈ 3.2 В
приводит к росту коэффициента синхронизации до
значения r = 1, т.е. локальная динамика мод ста-
новится полностью синхронизированной с посто-
янным сдвигом фаз. Осцилляции гидродинамиче-
ских мод также противофазны, а фаза твист моды
немного изменяется при том же пороговом значе-
нии Udc.

4. Заключение

Таким образом, при увеличении постоянной со-
ставляющей в приложенном к слою НЖК перемен-
ном напряжении, обнаружен эффект фазовой син-
хронизации локальной динамики гидродинамиче-
ских мод и однородной твист моды директора в ос-

циллирующей электроконвективной структуре. Тот
факт, что синхронизация в системе возникает толь-
ко при наличии постоянной составляющей в прило-
женном переменном напряжении, позволяет пред-
положить, что ее механизм обусловлен флексопо-
ляризацией.

С теоретической точки зрения усредненный за
период переменного поля флексоэлектрический мо-
мент сил, действующий на директор, равен нулю
при Udc = 0, поскольку флексоэлектрический от-
клик в НЖК линеен по полю [3]. Наличие же по-
стоянной компоненты Udc 6= 0 в приложенном к
слою НЖК напряжении должно приводить к до-
полнительной статической твист деформации по-
ля директора [11,12]. Предварительный симметрий-
ный анализ уравнений динамики НЖК показывает,
что флексоэффект, развивающийся на фоне зиг-заг
осцилляций электроконвективных роллов, в свою
очередь, обеспечивает синхронизацию между твист
модой определенного знака и одним из типов зиг–
заг роллов.

В пользу флексоэлектрического механизма
синхронизации свидетельствует также тот факт,
что при воздействии только постоянного напряже-
ния Udc ≈ Usyncdc (Uac = 0) в изучаемой системе на-
блюдаются продольные домены, ориентированные
преимущественно вдоль исходной ориентации ди-
ректора. Установлено, что при изменении толщи-
ны слоя НЖК (в интервале от 15 мкм до 70 мкм)
пороговое напряжение образования доменов не из-
меняется, а период растет линейно с толщиной. Пе-
речисленные свойства указывают на то, что обна-
руженные продольные домены являются флексо-
электрическими [12,31]. Для дальнейшего изучения
механизма синхронизации и роли флексоэффекта
необходимо провести нелинейный анализ уравне-
ний электрогидродинамики НЖК с учетом флексо-
поляризации. Другим важным аспектом исследова-
ний является выяснение роли синхронизации кон-
вективных мод с однородной твист модой в процес-
се генерации фазовых волн.
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Особенности построения информационной системы

многозвенного манипулятора с учетом специфики

среды1

Богданов Д.Р.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УНЦ РАН, Уфа

В статье рассматриваются особенности построения звена манипулятора на базе кинематически связан-
ных дисков со сферической поверхностью, требования к его системе управления. Описана реализация
информационно-измерительной системы манипулятора. Представлены предварительные результаты, полу-
ченные в ходе экспериментов.

1. Введение

Манипуляторы являются важной и, часто, са-
мой сложной частью промышленных робототехни-
ческих систем. Именно возможности манипулято-
ра определяют, в основном, функциональность про-
мышленных роботов: региональную и локальную
области рабочей зоны [1], способность работать с
различными предметами и веществами, грузоподъ-
емность, точность доставки объекта и т.д. Мани-
пуляторы традиционных промышленных роботов
имеют, как правило, минимальное количество сте-
пеней свободы (до 6) и используются, в основном, в
условиях организованной среды. Они имеют жест-
кие кинематические связи и обеспечивают необхо-
димую точность позиционирования в рабочей обла-
сти. Как правило, манипулятор делят на два кине-
матических участка: кисть с захватом и саму ру-
ку. Кинематика руки определяет размеры и форму
ее рабочего пространства. Возможные структурные
кинематические схемы руки промышленных мани-
пуляторов на сегодняшний день классифицированы
и описаны в литературе [1].

Когда среда не организована или частично не
организована, возникает вопрос адаптации к сре-
де, что требует, зачастую, избыточных и «необыч-
ных» степеней подвижности манипулятора (напри-
мер, движение по узкому каналу с изменяющим-
ся направлением). Такая задача, например, может
возникнуть при покраске внутренних поверхностей
кузовов автомобилей или контроле внутренних по-
лостей объекта с заранее неизвестной конфигура-

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ
(грант № 10–08–00567-а).

цией. В таких случаях традиционные манипулято-
ры не годятся в силу жесткой структуры и недо-
статочного количества степеней свободы. Неопре-
деленность среды функционирования, таким обра-
зом, является одним из источников многообразия
и непрерывного процесса создания новых манипу-
ляторов. Кроме того, манипуляторы часто являют-
ся рабочим органом мобильных роботов (наземных,
подводных, космических), выполняющих разнооб-
разные задачи, некоторые из которых могут быть
заранее не определены. Одними из представителей
таких манипуляторов являются манипуляторы ти-
па «хобот». Известны различные реализации такого
типа манипуляторов [1–3].

2. Постановка задачи

В данной статье рассматривается звено мно-
гозвенного манипулятора (МЗМ) [4–6], имеющего
2 степени свободы, и построенного на базе дисков
со сферической поверхностью. Движение и положе-
ние дисков друг относительно друга обеспечивается
перемещением и натяжением 4 тросов, пропущен-
ных сквозь отверстия в дисках. Тросы приводятся
в движение 4-мя электрическими приводами. Коли-
чество дисков может быть различным и определя-
ет размеры и форму рабочего пространства звена и
требования к параметрам приводов.

Кинематическая схема манипулятора в одной
плоскости представлена на рис. 1.

Как видно из кинематической схемы положе-
ние конечной точки (или точки схвата) звена опре-
деляется расположением дисков друг относительно
друга, которое, в свою очередь, определяется со-
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Рис. 1. Кинематическая схема МЗМ в одной плоскости: 1, 18 — двигатели постоянного тока для перемещения
тросов; 2, 9, 15, 19 — направляющие ролики; 3, 20 — натяжные ролики; 10, 13 — коромысло; 11,
12 — пружины растяжения; 6 — первый опорный элемент звена МЗМ; 7 — промежуточные диски; 8 —
последний элемент звена МЗМ; 5, 17 — энкодеры абсолютного типа; 4, 16 — энкодеры инкрементного
типа; 14 — тросы

вокупностью длин каждого из тросов. Длина по-
парно противоположных тросов должна изменять-
ся с разным знаком при движении в любой квад-
рант области перемещения, за исключением случая
движения звена строго по оси какого-либо из тро-
сов. В этом случае изменение длин поперечно рас-
положенных тросов сонаправлено. Также необходи-
мо, чтобы система приводов манипулятора обеспе-
чивала одинаковое натяжение всех тросов, причем
так, чтобы сила реакции опоры в точках контак-
та звеньев гарантировала отсутствие проскальзы-
вания (достаточную величину силы трения). Дан-
ное требование обеспечивается синхронностью пе-
ремещения тросов. Вышеизложенное позволяет от-
нести такое звено к кинематически связанному ти-
пу звеньев. А это, в свою очередь, определяет коли-
чество степеней свободы звена. Несмотря на то, что
количество дисков N определяют 2 × N степеней
свободы, кинематическая связанность дисков огра-
ничивает степень свободы звена числом 2. Еще од-
ной особенностью являются упругие свойства зве-

на, обусловленные натяжением тросов и деформа-
цией дисков в точке контакта [1]. Отсюда возника-
ют повышенные требования к системе управления
манипулятором с такими звеньями и к информаци-
онной ее части, в частности, по сравнению с мани-
пулятором с кинематически развязанными жестки-
ми звеньями.

Рассмотрим обобщенную структурную схему
манипулятора (рис. 2).

На вход информационно-измерительной систе-
мы манипулятора поступает информация двух ти-
пов:

– данные о состоянии манипулятора и силовых
приводов, необходимые для решения задач управ-
ления и обеспечения синхронности перемещения
тросов;

– данные об окружающей среде и рабочей зоне,
необходимые для уточнения текущего положения
манипулятора в пространстве и выполнения задан-
ных операций (задачи планирования).

В данной работе рассматривается вопрос полу-
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Рис. 2. Обобщенная структура манипулятора

чения информации первого типа, ее обработки, на
основе которой решаются базовые задачи управле-
ния одним звеном, состоящим из известного коли-
чества дисков.

3. Решение задачи

Для решения поставленной задачи был спроек-
тирован и изготовлен информационно-силовой узел
(ИСУ) манипулятора, который входит в состав ла-
бораторного макета и выполняет следующие функ-
ции:

– контроль перемещения и натяжения тросов;
– компенсация неравномерностей перемещения

тросов, вызванных разбросом характеристик при-
водов и элементов манипулятора, упругими свой-
ствами тросов, погрешностями измерительной и
управляющей систем;

– адаптация манипулятора к возмущениям со
стороны внешней среды за счет использования бо-
лее полной и комплексной обработки информации
с датчиков натяжения тросов.

Работа ИСУ видна из кинематической схемы
(рис. 1). Работа каждого из каналов идентична, по-
этому достаточно рассмотреть работу узла на при-
мере одного канала. Ролики 2 и 9 играют роль на-
правляющих для троса. Оси роликов установлены
на подшипники качения. На ось ролика 9 установ-
лен оптический энкодер 4 инкрементного типа (ЭИ)
(16384 импульсов/оборот), позволяющий измерить
поворот оси ролика и соответственно перемещение
L троса с дискретностью 4,41 мкм:

L = R · a = R ·N ·W,

где R — радиус ролика, мм; a — угол поворота ро-
лика, рад; N — количество импульсов с энкодера;
W — цена деления одного импульса, рад/имп (ха-
рактеристика энкодера).

Натяжной ролик 3 через ось и подшипник уста-
новлен на консоль коромысла 10, второй конец ко-

торого через пружину растяжения 11 фиксируется
к корпусу ИСУ. При натяжении троса ось коромыс-
ла, установленного на подшипник качения, повора-
чивается и поворачивает сочлененную с ним ось эн-
кодера абсолютного типа 5, при этом на его выходе
формируется цифровой код пропорциональный на-
тяжению троса с дискретностью d = 2 ·π/16384. Та-
ким образом, реализуется функция измерения на-
тяжения троса.

Диапазон поворота коромысла ограничивается
с помощью концевых выключателей, построенных
на базе датчиков Холла и магнитов из редкоземель-
ных материалов (на рис. 1 не показаны). Датчики
Холла установлены на корпусе ИСУ. Магнит кре-
пится на торце коромысла со стороны оси натяж-
ного ролика.

Количественный расчет характеристик пру-
жин (длина, жесткость) датчиков в данной статье
не рассматривается, приведем лишь соображения,
в соответствии с которыми выбираются пружины.
Пружины подбираются таким образом, чтобы коро-
мысло находилось в нижнем крайнем рабочем по-
ложении, когда тросы звена МЗМ максимально от-
пущены, но при этом верхнее звено манипулятора
сомкнуто с опорным звеном 6 МЗМ. Нижние конце-
вые выключатели на всех приводах при этом долж-
ны находиться в выключенном состоянии, сигнали-
зируя таким образом о том, что тросы манипуля-
тора находятся в достаточном натяжении. Баланс
натяжений тросов друг относительно друга регули-
руется по показаниям с энкодеров на оси коромы-
сел.

Если какой-то из тросов будет ослаблен, вес ма-
нипулятора распределится на оставшихся тросах, и
коромысла на этих осях повернутся, натягивая со-
ответствующие пружины. Коромысло ослабленно-
го троса в этом случае будет находиться в крайнем
нижнем положении, и концевой выключатель сра-
ботает, сигнализируя о выходе натяжения троса за
рабочий диапазон.

Если верхний диск звена манипулятора разо-
мкнут с опорным элементом звена, тогда, при рав-
номерной нагрузке дисков на тросы, все нижние
концевые выключатели включатся, сигнализируя
о граничном состоянии МЗМ системе управления.
Если натяжение тросов будет неравномерным, то-
гда часть этих датчиков может быть включена,
часть выключена (это зависит от жесткости пружи-
ны). Таким образом, рабочим состоянием манипу-
лятора является выключенное состояние всех ниж-
них концевых выключателей. Эта информация вку-
пе с данными о натяжении тросов используется для
базирования манипулятора. Далее, по мере натяги-
вания тросов возможно срабатывание верхних кон-
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Рис. 3. Схема предварительной обработки

цевых датчиков, по сигналам с которых привод пе-
ремещения соответствующего троса выключается,
предотвращая таким образом чрезмерное натяже-
ние троса и повреждение механических частей си-
стемы. Приводы также отключаются и при сраба-
тывании нижних концевых датчиков, чтобы исклю-
чить излишнее разматывание тросов и предотвра-
тить их выпадение из пазов направляющих роли-
ков.

На выбор пружин также влияет количество
дисков, так как это определяет общую массу зве-
на, и жесткость пружин должна быть достаточной,
чтобы обеспечить работу звена в крайних верхних
положениях рабочей точки, где нагрузка на пружи-
ны максимальная, чтобы не вызвать ограничиваю-
щее срабатывание верхних концевых выключателей
по натяжению троса.

Сигналы с энкодеров и концевых выключате-
лей ИСУ поступают на схему предварительной об-
работки сигналов с энкодеров (ППОС) (рис. 3).

Рассмотрим работу данного модуля. Диффе-
ренциальные сигналы с энкодеров инкрементного

типа через приемники дифференциальных сигна-
лов (ПДСЭИ1–ПДСЭИ4) поступают на входы мо-
дулей обработки сигналов с энкодера инкрементно-
го типа (МОС ЭИ), входящих в состав схемы, ре-
ализованной на базе программируемой логической
интегральной схемы (ПЛИС).

В МОС ЭИ производятся следующие операции:
– выделение из фронтов квадратурных (сдви-

нутых друг относительно друга на 90 град) сигна-
лов A и B счетных импульсов и формирование сиг-
нала направления счета. Далее эти сигналы посту-
пают на 16-ти разрядный счетчик;

– обработка нулевого (реперного) сигнала С,
которая заключается в инкременте или декремен-
те содержимого счетчика, в зависимости от направ-
ления движения оси энкодера, на значение Nоборот

(количество импульсов на один оборот энкодера);
– вычисление скоростей перемещения тросов;
– перезапись содержимого счетчика в буфер-

ный регистр по синхронизирующему импульсу, по-
ступающему с модуля обработки сигналов энкоде-
ров абсолютного типа (МОС ЭА).
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Так как вычисление скоростей перемещения
тросов, необходимое для осуществления расчет-
ных движений манипулятора, отнимает достаточ-
но много вычислительных ресурсов у микрокон-
троллера, данная функция была реализована ап-
паратно в структуре ПЛИС. Аппаратная реализа-
ция позволила решить эту задачу в параллельном
виде для всех 4-х координат, освобождая вычис-
лительные ресурсы микропроцессора. Также аппа-
ратно была реализована фильтрация (усреднение)
данных о скорости за несколько периодов опроса,
чтобы обеспечить более гладкое управление двига-
телем на малых скоростях.

Схема приема данных с энкодеров абсолютно-
го типа (ЭА) работает следующим образом. Диф-
ференциальные сигналы с энкодеров абсолютного
типа через приемники–передатчики дифференци-
альных сигналов (ППДСЭА1–ППДСЭА4) поступа-
ют на входы модулей обработки сигналов с энко-
дера абсолютного типа (МОС ЭА), также реализо-
ванных в структуре ПЛИС. При поступлении пе-
риодического сигнала фиксации состояния энкоде-
ров (СФСЭ) с микроконтроллера, автомат опроса
ЭА формирует последовательность N + 1 импуль-
сов (N — разрядность энкодера). Содержание внут-
реннего содержимого счетчика энкодера фиксиру-
ется в выходном регистре энкодера первым спада-
ющим фронтом последовательности импульсов. На
каждый последующий импульс энкодер выдает со-
держимое выходного регистра в последовательном
коде, начиная со старшего разряда, которые через
ППДС ЭА поступают на регистр сдвига, формируя
параллельный код значения ЭА.

Для того чтобы значения с энкодеров инкре-
ментного типа и абсолютного типа снимались од-
новременно, в автомате МОС ЭА по сигналу, кото-
рый фиксирует значение ЭА, формируется синхро-
низирующий сигнал для фиксации значений ЭИ.
Таким образом, происходит одновременное считы-
вание данных с энкодеров ИСУ и параллельная
первичная обработка сигналов в ППОС по син-
хроимпульсу, поступающему с микроконтроллера.
Это позволяет обеспечить требуемую синхронность
в системе управлении двигателями. После расче-
та необходимых значений скорости вращения дви-
гателей производится одномоментная загрузка но-
вых значений ШИМ в микроконтроллер, пропорци-
ональных скорости приводов Р.

Управляющим сигналом для приводов служит
ШИМ сигнал, поступающий с силовых драйве-
ров. Сигнал формируется ПИД-регулятором, реа-
лизованным на базе микроконтроллера. Для опре-
деления параметров ПИД-регулятора необходимо
знать точные характеристики привода как объек-

Рис. 4. Переходная характеристика привода (без
датчика натяжения)
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Рис. 5. Переходная характеристика привода (с дат-
чиком натяжения)

та управления. Аналитический расчет параметров
привода является достаточно сложной задачей и
возможен лишь при наличии точной модели, по-
этому разумной альтернативой является снятие ха-
рактеристик объекта экспериментально. Для это-
го на трос выбранной оси подвешивался груз, ими-
тирующий максимальную нагрузку во время рабо-
ты манипулятора. Затем на двигатель подавалось
управляющее воздействие с максимальным рабо-
чим значением (в данном случае сигнал с макси-
мальным значением ШИМ) и снимались данные с
энкодера о скорости перемещения троса. Времен-
ной интервал эксперимента выбирался из условия,
чтобы скорость достигала максимально возможно-
го значения при данном входном воздействии на
привод. Результаты экспериментов для одного при-
вода представлены на рис. 4 и 5. На рис. 4 пока-
зан случай, когда из кинематической схемы ИСУ
исключен датчик натяжения. Полученная переход-
ная характеристика является типичной для двига-
теля постоянного тока. На рис. 5 отображен случай
с датчиком натяжения в составе ИСУ.

Видно, что переходный процесс характеризует-
ся высокой колебательностью со слабой степенью
затухания. Очевидно необходим выбор пружины с
большим коэффициентом жесткости.

Чувствительность построенной информацион-
ной системы достаточно высока: на полученных
графиках ярко выражены шумы, вызванные нерав-
номерностью укладки тросов, биением осей валов
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двигателя, шестерен редуктора и других воздей-
ствий на исполнительную манипуляционную систе-
му, общий вклад которых в ошибку отработки вход-
ного воздействия составляет несколько процентов.

4. Заключение

На основе разработанной архитектуры инфор-
мационной системы и полученных в ходе экспе-
риментов предварительных данных можно сделать
вывод о том, что запланированные далее работы по
уточнению модели приводов, кинематических моде-
лей манипулятора и синтезу системы управления
вполне осуществимы. Характер переходных про-
цессов, изменение в широком диапазоне парамет-
ров ПИД-регулятора приводов требуют разработки
специализированной методики синтеза интеллекту-
ального контура параметрической коррекции в си-
стеме управления. Для снижения вычислительной
нагрузки на микропроцессор управления привода-
ми проводятся работы по переносу большей части
алгоритмов предварительной обработки данных в
структуру ПЛИС.
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Усиление и гашение волн конечной длительности
посредством пузырьковой области

в одномерном приближении1

Галимзянов М.Н.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УНЦ РАН, Уфа

Изучаются некоторые особенности динамики волн давления в жидкости, содержащей пузырьковые зоны
конечных размеров в одномерном приближении. Задача рассматривается с учетом нелинейных эффектов.
Представлены результаты воздействия волновых импульсов на пузырьковую область с неравномерным рас-
пределением пузырьков, а также воздействия на твердую стенку, покрытую пузырьковой завесой.

1. Введение

К настоящему времени имеется ряд работ, по-
священных исследованиям одномерных волн в пу-
зырьковых жидкостях, которые описаны в [1, 2]. В
данной работе рассмотрена эволюция одномерных
волн давления в жидкости с пузырьками газа, а,
именно случай, плоского удара по жидкости, в ко-
торой находится пузырьковая зона конечных раз-
меров с неравномерным распределением пузырь-
ков по длине завесы. Также численно смоделирова-
но ударно-волновое воздействие на твердую стенку,
покрытую пузырьковой завесой.

2. Постановка задачи

Пусть в жидкости находится зона, заполненная
смесью жидкости с пузырьками газа, ограничен-
ная в общем случае цилиндрической поверхностью,
образующая которой параллельна оси x. Рассмот-
рим волновые возмущения, которые могут иниции-
роваться воздействием на систему граничным дав-
лением (например, p = p0(t) при x = 0)(рис. 1). На
рис. 1 введены следующие обозначения: xz — коор-
дината, обозначающая положение пузырьковой за-
весы; lx — протяженность завесы; L — длина ка-
нала. Также показано схематическое расположение
датчика D.

Для описания движения в пузырьковой жид-
кости примем следующие основные допущения: в
каждом элементарном объеме все пузырьки сфе-

1Работа выполнена при финансовой поддержке Програм-
мы фонда фундаментальных исследования ОЭММПУ РАН
(ОЕ–13), Программы фонда фундаментальных исследова-
ний Президиума РАН (П–23) и РФФИ (гранты №№ 11–01–
97004-р_поволжье_а и 11–01–00171-а)

0 LxZ

lX

x

Dp tl

0
( )

Рис. 1. Схематическое изображение расчетной об-
ласти с расположением датчиков

рические и одного радиуса, вязкость и теплопро-
водность существенны лишь в процессе межфаз-
ного взаимодействия и, в частности, при пульса-
ции пузырьков, отсутствует дробление и слипание
пузырьков. Кроме того, будем рассматривать слу-
чай, когда отсутствует массообмен между фазами,
а температуру жидкости (в отличии от температу-
ры газа в пузырьках) можно считать постоянной.
Для рассматриваемой смеси запишем систему мак-
роскопических уравнений сохранения масс, числа
пузырьков, импульса и давления в пузырьках в од-
носкоростном приближении [1]:
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где a — радиус пузырьков; γ — показатель адиа-
баты для газа; pi — давления фаз; ρ0

i — истинные
плотности фаз; αi — объемные содержания фаз; q —
интенсивность теплообмена; n — число пузырьков
в единице объема; w — радиальная скорость дви-
жения стенки пузырька; u –скорость движения по
координате x. Нижними индексами i = l, g отмече-
ны параметры жидкой и газовой фаз.

При описании радиального движения в соот-
ветствии с уточнением, предложенным в [3], будем
полагать

w = wR + wA, (2)

где wR описывается уравнением Рэлея–Ламба

a
dwR
dt

+
3

2
w2
R + 4νl

wR
a

=
pg − pl
ρ0
l

, (3)

νl — вязкость жидкости.
Добавка wA определяется из решения задачи о

сферической разгрузке на сфере радиуса a в несу-
щей жидкости в акустическом приближении

wA =
pg − pl

ρ0
lClα

1/3
g

. (4)

Здесь Cl — скорость звука в «чистой» (без пу-
зырьков) жидкости. Жидкость примем акустиче-
ски сжимаемой, а газ калорически совершенным:

pl = p0 + C2
l (ρ

0
l − ρ0

l0), pg = ρ0
gRTg, (5)

где R — газовая постоянная; Tg — температура.
Здесь и в дальнейшем индексами «0» внизу снабже-
ны параметры, относящиеся к начальному невозму-
щенному состоянию.

Тепловой поток q задается приближенным ко-
нечным соотношением [1]:
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где T0 = const — температура жидкости; λg и cpg —
теплопроводность и теплоемкость газа при посто-
янном давлении; Nu — число Нусcельта.

Принятая система уравнений позволяет адек-
ватно описывать динамику волн с достаточно «кру-
тыми» участками, когда сжатие пузырьков опре-
деляется не только эффектами радиальной инер-
ции несущей жидкости, но и акустической разгруз-
кой на пузырьках, и, следовательно, сжимаемостью

жидкости. Кроме того, из этой математической мо-
дели в частном случае при αg = 0 следует волновое
уравнение для акустически сжимаемой жидкости.
При исследовании взаимодействия волн в «чистой»
жидкости с пузырьковой зоной это обстоятельство,
в свою очередь, позволяет использовать сквозные
методы расчета.

3. Метод численного исследования

Для численного анализа задачи об эволюции
волн в жидкости при наличии в ней пузырько-
вой зоны удобнее пользоваться системой уравне-
ний, приведенной выше, записанной в лагранжевых
переменных. Это, в частности, связано с тем, что в
лагранжевых координатах пузырьковая зона непо-
движна. Из приведенных выше уравнений, после
некоторых преобразований, можно получить следу-
ющую систему в лагранжевых переменных:
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(7)

где s — лагранжева переменная, в качестве которой
берется начальное значение эйлеровой координаты
(s = x0).

Система (7) решается численно по явной схе-
ме. Причем не требуется вводить искусственную
вязкость, поскольку приведенные уравнения из-за
учета межфазного теплообмена и акустической раз-
грузки являются системой с естественной диссипа-
цией [4].

Приведем принцип построения разностной схе-
мы, которая принята для решения данной задачи.
Для аппроксимации дифференциальных уравнений
используем равномерную шахматную сетку

(si, tk), (si+1/2, tk),

si+1 = si + h, si+1/2 = si + 0, 5h,

s0 = 0, sN = M, tk+1 = tk + τ, tk = kτ,

i = 0, 1, ..., N − 1, k = 0, 1, 2, ...

где h и τ —соответственно шаги по координате и
по времени. К узлам сетки (si, tk) будем относить
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Рис. 2. Показания датчика на твердой стенке по времени при различной протяженности пузырьковой зоны для
αg0 = 10−3 (а) и αg0 = 10−2 (б)

сеточные функции скорости uki и эйлеровой пере-
менной xki , к «полуцелым» точкам (si+1/2, tk) — се-
точные функции всех остальных параметров. Такая
аппроксимация обеспечивает устойчивость реше-
ния волновых задач в однофазных системах (жид-
костях и газах) конечно-разностным методом [4].

4. Начальные и граничные условия

4.1. Начальные условия

Начальные условия (t = 0) при x > 0, соот-
ветствующие состоянию покоя системы в расчетной
области с измерением L = h ·N , запишутся в виде:

p = p0, u = 0, ρ = ρ0.

Для случая области с пузырьковой зоной ко-
нечных размеров имеем

αg =

{
αg0, x ∈ Q

0, x /∈ Q
,

где Q = (xz < x < xz + lx).

4.2. Граничные условия

Граничные условия записываются следующим
образом: на границе x = L — условие непротекания
жидкости принимает вид u = 0. На торцевой грани-
це x = 0 используется условие на поршне давления
pl(t) = p0

l (t).
Отметим, что задание давления на границе

x = 0 соответствует разрыву мембраны между ка-
мерой высокого давления, заполненной газом, и ра-
бочей камерой, заполненной исследуемой системой.

5. Результаты численных расчетов

В рамках рассмотренной модели исследовалось
влияние протяженности пузырьковой области и на-
чального радиуса пузырьков, а также начального
объемного содержания пузырьков на степень воз-
действия импульсного сигнала на твердую стенку.
Импульсный сигнал задавался граничным давлени-
ем по следующему закону:

p0
l (t) = p0 + ∆p0 · exp

[
−
(
t− t∗/2

t∗/2

)2
]
,

где p0 = 0.1 МПа — первоначальное давление в рас-
четной области; ∆p0 = 0.5 МПа и t∗ = 10−3 с — ам-
плитуда и характерная временная протяженность
импульса, соответственно. В рассмотренных зада-
чах импульс «падает» на пузырьковую область,
полностью сформировавшись в области «чистой»
жидкости (Cl · t∗ < L).

На рис. 2 представлены расчеты, которые ил-
люстрируют влияние начального объемного газо-
содержания в пузырьковой зоне при различных ее
протяженностях на степень воздействия импульс-
ного сигнала на твердую стенку, где начальный ра-
диус пузырьков был принят равным 10−3 м. Из по-
казаний датчика видно (рис. 2(б)), что для объ-
емного газосодержания αg0 = 10−2 присутствие
небольшого (относительно пространственной про-
тяженности импульсного сигнала Cl · t∗ > lx)
участка пузырьковой области непосредственно пе-
ред стенкой на пути распространения сигнала в
несколько раз уменьшает воздействие на нее. При-
чем, чем больше протяженность пузырьковой об-
ласти, тем меньше воздействие на твердую стен-
ку. Для объемного газосодержания αg0 = 10−3
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Рис. 3. Показания датчика на твердой стенке по времени при протяженности пузырьковой зоны lx = 1 м для
различных начальных объемных газосодержаний

аналогичная картина уменьшения воздействия на
твердую стенку (рис. 2(а)) видна на линиях 3–6,
а для линии 2 заметно небольшое увеличение воз-
действия, примерно в 1 атмосферу. Данное увели-
чение амплитуды воздействия связано с меньшей
разницей в скоростях ударных волн в пузырько-
вой области и «чистой» жидкости. Для начально-
го объемного газосодержания αg0 = 10−2 скорость
распространения возмущений ∼ 110 м/с, тогда как
для αg0 = 10−3 — ∼ 440 м/с. Следовательно, для
случая (а) импульсное возмущение дальше прохо-
дит в пузырьковую область, сохраняя свою пер-
воначальную амплитуду. Заметим, что по своим
способностям уменьшения воздействия импульсно-
го возмущения пузырьковая область протяженно-
стью lx = 0.2 м с начальным объемным газосодер-
жанием αg0 = 10−2 (линия 2 на рис. 2(б)) имеет та-
кие же характеристики, как пузырьковая область
протяженностью lx = 1.0 м с начальным объемным
газосодержанием αg0 = 10−3 (линия 6 на рис. 2(а)).

На рис. 3 представлены результаты численных
расчетов, которые иллюстрируют влияние началь-
ного объемного газосодержания в пузырьковой зоне
при фиксированной ее протяженности на динамику
воздействия импульсного сигнала на твердую стен-
ку. В проведенных расчетах для объемных газо-
содержаний от αg0 = 5 · 10−4 до 10−2 наблюдает-
ся уменьшение амплитуды воздействия на твердую
стенку по сравнению со случаем отсутствия завесы
(рис. 3(а)). Видно, что для случая объемных газо-
содержаний αg0 = 5 · 10−3 и αg0 = 10−2 (линии
5 и 6 на рис. 3(а)) импульс давления «падает» на
твердую стенку с амплитудой ∼ 1 атм, что делает
пузырьковые области с данным характеристиками
эффективным инструментом для гашения возму-

щений. Для начального объемного газосодержания
αg0 = 10−4 мы наблюдаем совершенно иную кар-
тину, чем в предыдущих случаях, а, именно, уси-
ление амплитуды падающего сигнала (линия 2 на
рис. 3(а)). В данном случае величина скорости рас-
пространения возмущений в пузырьковой области
сильно зависит не только от сжимаемости пузырь-
ков, но и от сжимаемости самой жидкости. По ри-
сунку видно, что происходит изменение формы пе-
реднего фронта волны, что приводит к проявлению
радиальной инерции жидкости при сжатии завесы
и небольшому увеличению амплитуды сигнала (∼
1 атм). Также представлены результаты по числен-
ному моделированию исходной задачи при неодно-
родном распределении по длине завесы начально-
го объемного газосодержания (рис. 3(б)). Для рас-
смотренного диапазона объемных газосодержаний
с αg0 = 10−4 до 10−3 видим, что направление изме-
нения газосодержания по длине завесы не вносит
существенной разницы. Это связано с тем, что при
переходе от меньшего объемного газосодержания к
большему (от αg0 = 10−4 к 10−3) эффект увеличе-
ния амплитуды (при αg0 = 10−4) плавно переходит
в эффект гашения (при αg0 = 10−3), и наоборот для
противоположного случая.

На рис. 4 представлены результаты численных
расчетов, которые иллюстрируют влияние началь-
ного радиуса пузырьков в пузырьковой зоне при
фиксированной ее протяженности на динамику воз-
действия импульсного сигнала на твердую стенку.
Из показаний датчика на рис. 4(а) можно сделать
вывод, что для более крупных пузырьков (линии 1
и 2) амплитуда прошедшего сигнала меньше, чем
для более мелких (линии 3–5), но воздействие на
стенку начинается раньше. Это может быть свя-
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Рис. 4. Показания датчика на твердой стенке по времени при протяженности пузырьковой зоны lx = 1 м для
различных начальных радиусов пузырьков

зано с тем, что в случае крупных пузырьков за-
веса раньше начинает реагировать на падающий
импульс, и за счет инерциального движения пу-
зырьков, часть импульса «доходит» до стенки, при
этом теряя большую часть своей амплитуды. Из
рис. 4(б) видим, что для объемного газосодержа-
ния αg0 = 10−2 величина начального радиуса пу-
зырьков несущественно меняет волновую картину,
и средняя амплитуда прошедшего волнового сиг-
нала не превышает 5% от первоначальной, но при
этом увеличивается время воздействия на стенку.

6. Заключение

По результатам численных расчетов установ-
лено, что пузырьковая завеса в пристеночной обла-
сти может как гасить, так и усиливать амплитуду
падающего сигнала. При правильном подборе пара-
метров пузырьковой области (газосодержания, ра-
диуса пузырьков, протяженности) можно практи-
чески исключить ударно-волновое воздействие на
стенку. Также установлено, что в рассматриваемом
диапазоне данных необходимая для гашения вол-
нового сигнала протяженность пузырьковой обла-
сти определяется начальным объемом газосодержа-
ния, например, пузырьковая область протяженно-
стью lx = 0.2 м с начальным объемным газосодер-
жанием αg0 = 10−2 имеет такие же характеристи-
ки по гашению сигнала, как пузырьковая область
протяженностью lx = 1.0 м с начальным объемным
газосодержанием αg0 = 10−3.

Было установлено, что в рассматриваемом диа-
пазоне объемных газосодержаний от αg0 = 10−4

до 10−3 направление изменения газосодержания по
длине завесы не вносит существенных различий в

динамику волнового сигнала в завесе. Данный ре-
зультат связан с тем, что при переходе от мень-
шего объемного газосодержания к большему (от
αg0 = 10−4 к 10−3) эффект увеличения амплиту-
ды (при αg0 = 10−4) плавно переходит в эффект
гашения (при αg0 = 10−3), и наоборот для противо-
положного случая.
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Исследование распространения и затухания волн
в пористой среде, содержащей

водонефтяную эмульсию1

Губайдуллин А.А., Болдырева О.Ю., Дудко Д.Н.
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механики им. С.А. Христиановича СО РАН, Тюмень

В работе исследуется процесс распространения и затухания акустических волн в пористой среде, насыщенной
водонефтяной эмульсией. Водонефтяная эмульсия моделируется жидкостью с эффективной вязкостью. По-
казано, что пористая среда, содержащая водонефтяную эмульсию, характеризуется повышенным затуханием
волн по сравнению с водо- или нефтенасыщенной пористой средой.

Актуальность данной задачи обусловлена тем,
что при добыче нефти при вытеснении нефти во-
дой в порах нефтяного пласта возможно образова-
ние водонефтяной эмульсии. Для повышения неф-
теотдачи может применяться метод виброволнового
воздействия на пласт и призабойную зону скважин.
Для совершенствования технологий виброволново-
го воздействия необходимо знание закономерностей
распространения и затухания волн в пористой сре-
де, насыщенной водонефтяной эмульсией.

Для численного исследования распростране-
ния и затухания волн в пористой среде, насы-
щенной водонефтяной эмульсией, выбрана двух-
скоростная модель насыщенной пористой среды,
в рамках которой эмульсия моделируется как од-
нородная ньютоновская жидкость с эффективной
вязкостью.

В работе приняты обычные при исследованиях
пористых сред допущения и использованы обозна-
чения монографий [1, 2].

Уравнения сохранения масс и импульсов фаз
имеют вид:

∂ρf
∂t

+ ∇l(ρfv
l
f ) = 0,

∂ρs
∂t

+ ∇l(ρsv
l
s) = 0,

ρf
dfv

k
f

dt
= −αf∇kpf − F k,

ρs
dsv

k
s

dt
= −αs∇kpf + αs∇lσlks∗ + F k,

1Работа выполнена в рамках Программы фундаменталь-
ных исследований Президиума РАН на 2012 г. № 25 «Фунда-
ментальные проблемы механики и смежных наук в изучении
многомасштабных процессов в природе и технике»

где ρi, vi, αi — приведенная плотность, скорость,
объемное содержание i-ой фазы, i = f, s; σs∗, pf —
приведенное напряжение в скелете и давление во
флюиде соответственно.

Выражение для межфазной силы имеет
вид [1, 2]:

F = Fm + Fµ + FB ,

Fm =
1

2
ηmαsαfρ

◦
f0(

dfvf
dt

− dsvs
dt

),

Fµ = ηµαsαfµfa
−2
∗ (vf − vs),

FB = ηBαsαfa
−1
∗

√
2ρ◦f0µfω(1 + i)(vf − vs),

где ρ◦i — истинная плотность; a∗ — характерный
размер зерен скелета; µf — вязкость флюида; ηm, ηµ
и ηB — безразмерные коэффициенты взаимодей-
ствия фаз, зависящие от структуры среды.

Скелет пористой среды предполагается упру-
гим с модулями упругости λs∗, µs∗:

σkls∗ = αs(λs∗δ
klǫmms + 2µs∗ǫ

kl
s + νs∗δ

klpf ),

dsǫ
kl
s

dt
=

1

2
(∇kvls + ∇lvks ),

νs∗ =
λs∗ + 2/3µs∗
λs + 2/3µs

,

где ǫs — деформации твердой фазы.
Для каждой из фаз примем линейное уравне-

ние состояния в акустическом приближении:

pj − pj0 = Kj(ρ
◦
j − ρ◦j0)/ρj0, ρj = αjρ

◦
j ,

j = f, s, αf + αs = 1,
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Рис. 1. Фазовые скорости и линейный декремент затухания быстрой и медленной волн в пористой среде, насы-
щенной водой, нефтью или водонефтяной эмульсией с различным водосодержанием

где нижний индекс «0» означает невозмущенное
значение величины; Kj — объемные модули упру-
гости для материала j-ой фазы.

Для замыкания системы уравнений использу-
ем соотношения между истинными давлениями в
фазах и эффективным давлением в скелете

ps∗ = αs(ps − pf ), ps∗ = −1

3
σmms∗ .

Предложенная система уравнений при задан-
ных входящих в нее параметрах λs∗, µs∗, ηm, ηµ, ηB
является замкнутой и позволяет исследовать вол-
новые процессы во флюидонасыщенных пористых
средах.

Для расчетов были использованы параметры
нефтей и водонефтяных эмульсий, взятые из экс-
периментальных данных работы [3]. Нефть или
эмульсия моделировались ньютоновской однород-
ной жидкостью с эффективной вязкостью. Пара-
метры нефтей и эмульсий, использованные в рас-
четах, приведены в табл. 1.

Получены и проанализированы дисперсион-
ные зависимости. Также проанализировано влия-
ние упругих свойств скелета пористой среды, во-
донасыщенности, температуры на скорость и за-
тухание быстрой (деформационной) и медленной
(фильтрационной) волн.

На рис. 1 показаны фазовая скорость и ли-
нейный декремент затухания быстрой и медленной
волн в пористой среде, насыщенной водой, нефтью
или водонефтяной эмульсией с различным водосо-
держанием. На рисунках слева в расчетах взято
λs∗ = µs∗ = 0.2 ГПа, справа λs∗ = µs∗ = 2 ГПа.
Остальные параметры пористой среды следующие:
материал скелета — кварц; ρ◦s = 2760 кг/м3,

Таблица 1. Параметры нефтей и эмульсий

Вид нефти s ρ◦f ,
кг/м3

µf ,
мПа·с

Kf ,
ГПа

Тобойское
мест.,
скв.11,
T = 20◦C

0
0.1
0.3
0.5

837.3
853.57
886.11
918.65

15.96
24
28.5
90

1.2
1.26
1.39
1.56

Тобойское
мест.,
скв.11,
T = 30◦C

0
0.1

837.3
853.57

10.148
14.686

1.2
1.26

Тагринское
мест.,
скв.1350,
T = 20◦C

0
0.1

819.1
837.1

3.18
4.29

1.18
1.24
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Рис. 2. Фазовые скорости и линейный декремент затухания быстрой и медленной волн в пористой среде, насы-
щенной нефтью Тобойского месторождения (слева) или водонефтяной эмульсией (справа, s = 0.1), при
различных значениях температуры (T = 20◦C, 30◦C)
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Рис. 3. Фазовые скорости и линейный декремент затухания быстрой и медленной волн в пористой среде, на-
сыщенной нефтями Тобойского (Tob20) и Тагринского (Tag20) месторождений (слева) и эмульсиями из
этих же нефтей (справа, s = 0.1)
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Ks = 36.6 ГПа; αf = 0.4, a∗ = 0.1 мм; ηm = 1,
ηµ = 100, ηB = 1.5. Нефть Тобойского месторожде-
ния, скважина 11, T = 20◦C. При увеличении зна-
чений упругих модулей скелета λs∗, µs∗ возрастают
скорости быстрой и медленной волн, а затухание
быстрой волны в области высоких частот умень-
шается. При увеличении водонасыщенности s ско-
рость распространения быстрой волны монотонно
уменьшается, для медленной волны скорость при
насыщении пористой среды эмульсией ниже, чем
при насыщении водой или нефтью. На затухание
обеих волн влияние водонасыщенности немонотон-
ное, т.е. при насыщении пористой среды эмульсией
затухание происходит интенсивнее, чем в насыщен-
ной водой или нефтью пористой среде.

На рис. 2, 3 проиллюстрировано влияние тем-
пературы и вида нефти на скорости и затухание
волн в пористой среде, насыщенной нефтью или
водонефтяной эмульсией. В расчетах использова-
лись значения упругих модулей скелета λs∗ = µs∗ =
0.2 ГПа, остальные параметры пористой среды те
же, что и на рис. 1. На рис. 2 в расчетах исполь-
зовались параметры нефти и эмульсии Тобойского
месторождения при s = 0.1, а на рис. 3 — неф-
ти и эмульсий Тобойского и Тагринского место-
рождений при T = 20◦C. Повышение температу-
ры нефти незначительно изменяет скорость звука,
но существенно уменьшает затухание: для быстрой
волны — в области высоких частот, а для медлен-
ной — во всем рассмотренном частотном диапазоне
(рис. 2). В случае насыщения пористой среды бо-
лее вязкой нефтью или эмульсией (нефть Тобойско-
го месторождения) наблюдается более значитель-
ное затухание волн по сравнению с менее вязкой
нефтью (Тагринского месторождения) (рис. 3).

Исследовано распространение треугольного
импульса в пористой среде, насыщенной водой,
нефтью или водонефтяной эмульсией. Расчеты
проводились двумя методами: Фурье и Лакса–
Вендроффа. Результаты расчетов показали хоро-
шее совпадение. На рис. 4 показано распростра-
нение импульса в пористой среде, насыщенной во-
дой, нефтью или водонефтяной эмульсией (нефть
Тобойского месторождения, T = 20◦C), рассчитан-
ное методом Фурье. Начальный импульс треуголь-
ной формы (безразмерная амплитуда равна 1, дли-
тельность 1 мс) задается во флюиде (воде, нефти
или водонефтяной эмульсии) и проходит в пори-
стую среду, насыщенную тем же флюидом, и име-
ющую параметры λs∗ = µs∗ = 2 ГПа, остальные
параметры пористой среды те же, что и на рис. 1.
Видно, что скорость распространения деформаци-
онной волны растет с увеличением водонасыщенно-
сти эмульсии.

0 2 4 6 8 x, m

0

1

-s, p

0 2 4 6 8 x, m

0

1

-s, p

0 2 4 6 8 x, m

0

1

-s, p

0 2 4 6 8 x, m

0

1

-s, p

t = 1.5 ms

t = 1.5 ms

t = 1.5 ms

t = 1.5 ms

3 ms
PM+water

4.5 ms

PM+oil

PM+emulsion
s=0.1

PM+emulsion
s=0.3

0 2 4 6 8 x, m

0

1

-s, p
PM+emulsion

s=0.5

3 ms

3 ms

3 ms

3 ms

4.5 ms

4.5 ms

4.5 ms

4.5 ms

t = 1.5 ms

f

f

f

f

f

Рис. 4. Распространение импульса в пористой сре-
де, насыщенной водой, нефтью или водо-
нефтяной эмульсией
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Заключение

Получены и проанализированы дисперсионные
зависимости. Проанализировано влияние упругих
свойств скелета пористой среды, водонасыщенно-
сти, температуры на скорость и затухание дефор-
мационной и фильтрационной волн.

Исследовано распространение треугольного
импульса в пористой среде, насыщенной водой,
нефтью или водонефтяной эмульсией.

Установлено, что при увеличении водонасы-
щенности s скорость распространения быстрой вол-
ны монотонно растет, скорость медленной волны
при насыщении пористой среды эмульсией ниже,
чем при насыщении водой или нефтью. Показа-
но, что пористая среда, содержащая водонефтяную

эмульсию, характеризуется повышенным затухани-
ем волн по сравнению с пористой средой, насыщен-
ной водой или нефтью.
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Моделирование гидропрослушивания в скважинах с

вертикальными техногенными магистральными

трещинами гидроразрыва

Давлетбаев А.Я., Нуриев Р.И.

Башкирский государственный университет, Уфа

Рассматривается задача о распространении поля давления в системе с двумя скважинами с единичными
магистральными техногенными трещинами гидроразрыва в низкопроницаемой пористой среде. Выполненs
численное моделирование задачи, анализ чувствительности на параметры системы, смоделировано гидро-
динамическое исследование методом гидропрослушивания. Численная модель использовалась для решения
обратной задачи и оценки параметров системы по измеренным промысловым данным.

1. Введение
В настоящее время при разработке низко-

проницаемых коллекторов масштабно применяется
гидроразрыв пласта (ГРП). ГРП выполняется как
в добывающих, так и в нагнетательных скважинах.
При существующих объемах закачки пропанта по-
лудлина трещин ГРП в добывающих скважинах до-
стигает 150–200 м. При выполнении ГРП в зонах бу-
рения новых скважин (в зонах, в которых нет суще-
ственного изменения полей давления и температу-
ры) трещины преимущественно развиваются вдоль
линий регионального стресса, если такая анизотро-
пия существует [1].

Точные аналитические решения задач о моде-
лировании гидропрослушивания для скважин с па-
раллельными техногенными трещинами представ-
лены в работе [2]. В работе [3] математическая мо-
дель скважин с трещиной и без трещины исполь-
зовалась для обработки результатов исследований
методом гидропрослушивания и для оценки пара-
метров системы. Случай исследования в неодно-
родном пласте с проводящим разломом или трещи-
ной рассмотрен в работе [4]. В данной работе рас-
сматриваются наиболее вероятные геометрии сква-
жин с трещинами для гидропрослушивания из ра-
боты [5], обоснована и выбрана модель для интер-
претации, оценены параметры трещины и пласта.
Согласно промысловым данным трещина образова-
лась вследствие превышения давления закачки над
давлением разрушения породы. При постановке за-
дачи полагается, что давление закачки в скважине
превышает давление смыкания трещины, т.е. ее гео-
метрия (высота, длина, раскрытие) постоянна.

2. Математическая модель

Рассматривается один из элементов симмет-
ричной расстановки с двумя скважинами, которые
пересекаются единичными вертикальными техно-
генными трещинами гидроразрыва. При этом сква-
жины находятся в рядной системе разработки и
одинаково ориентированы вдоль линии региональ-
ных стрессов. Проницаемости трещин, которые за-
полнены песком, существенно превышают проница-
емость пласта. Техногенные трещины симметрич-
ные, параллельны оси Ox, имеют длины xf1 и xf2,
одинаковые раскрытия wf , проницаемость kf , име-
ют прямоугольную форму. Границы пластов удале-
ны от техногенных трещин на расстояние L. Концы
техногенных трещин удалены на расстояние d.

Полагается, что пласт изотропный, т.е. kmx =
kmy. Продуктивный пласт имеет постоянную тол-
щину h, которая совпадает с высотой трещин.
Кровля и подошва пласта непроницаемы. Здесь x
и y — декартовы координаты; p — давление жид-
кости, распределение которого в пласте описывает-
ся уравнением Лапласа. В виду симметрии задачи
относительно оси Ox (вдоль трещин) рассматрива-
лась половина расчетной области. Течение в трещи-
нах предполагается одномерным. Жидкость мало-
сжимаемая, ее вязкость постоянна. Распределение
давления в трещинах, которое меняется по их длине
и постоянно в каждом вертикальном сечении, опи-
сывается уравнением:

∂2pf
∂x2

+
µ

kf

q

wfh
=
φfµcft
kf

∂pf
∂t

, (1)
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L ≤ x ≤ L+ 2xf1, L+ 2xf1 + d ≤ x ≤ r
≤ L+ 2xf1 + d+ 2xf2, 0 ≤ y ≤ wf ,

в пласте (матрице):

∂2pm
∂x2

+
∂2pm
∂y2

=
φmµcmt
km

∂pm
∂t

. (2)

Приток осуществляется через боковые поверхности
трещины. Течение на границах «трещина–пласт» в
возмущающей скважине описывается выражением:

q = −
∫ L+2xf1

L

km
µ

∂Pm
∂y

∣∣∣
y=wf/2

dx, (3)

в наблюдательной скважине:

q = −
∫ L+2xf1+d+2xf2

L+2xf1+d

km
µ

∂Pm
∂y

∣∣∣
y=wf/2

dx. (4)

Краевые условия в начальный момент времени
в системе «трещина–пласт» и на рассматриваемых
границах пласта предполагают постоянное началь-
ное давление:

pm|t=0 = pf |t=0 = pi,

pm|y=L=pm|x=0 =pm|x=2L+2xf1+2xf2+d=pi.
(5)

На границах «трещина–пласт» равенство давлений
и фильтрационных потоков:

kf
µ

∂Pf
∂y

∣∣∣
y=wf/2

=
km
µ

∂Pm
∂y

∣∣∣
y=wf/2

,

Pf

∣∣∣
y=wf/2

= Pm

∣∣∣
y=wf/2

.

(6)

Условие симметрии относительно оси (вдоль
трещин):

∂Pf
∂x

∣∣∣
y=0

=
∂Pm
∂x

∣∣∣
y=0

= 0. (7)

Граничные условия в скважинах определяются ре-
жимом работы, т.е. с помощью задания давления
или расхода закачиваемой жидкости:

Pf

∣∣∣
x=L+xf1,y=0

= pw, (8)

∂Pf
∂x

∣∣∣
x=L+xf1,y=0

=
−Qwµ
2kfwfh

. (9)

Здесь pf , pm — давления в трещине и в матрице; µ—
вязкость пластовой жидкости; wf — раскрытие тре-
щины; kf — проницаемость трещины; L — расстоя-
ние до границ пласта; km — проницаемость пласта;
h — высота продуктивного пласта; φm и φf — пори-
стость пласта и трещины; cmt и cft — общая сжи-
маемость в пласте и в трещине; xf1 и xf2 — длины

техногенных трещин в скважинах; d — расстояние
(перемычка) между концами трещин; pi — началь-
ное пластовое давление; q — интенсивность сто-
ка/притока вдоль границ «трещина–пласт»; pw —
давление в скважине; Qw — расход закачиваемой
жидкости в возмущающую скважину.

3. Влияние перемычки между трещи-
нами на отклик давления

Система уравнений (1)–(4) с краевыми усло-
виями (5)–(9) решалась методом конечных разно-
стей по итерационной схеме Ньютона на неравно-
мерной прямоугольной разностной сетке [6]. Точ-
ность аппроксимации предварительно проверялась
на точном решении для случая скважины с еди-
ничной вертикальной трещиной конечной проводи-
мости [7]. Расчеты задачи проводились при сле-
дующих параметрах среды: km = 1 · 10−15 м2;
µ = 0.3 мПа·с; L = 500 м; h = 21.23 м; φm =
0.16668;φf = 0.414; cmt = 3.6687 · 10−9 1/Па; cft =
9.4845 · 10−9 1/Па; d = 1, 5, 10, 30, 100, 200, 500 м;
xf1 = 900 − d м; xf2 = 100 м; kfwf = 10 м2· м;
pi = 27 · 106 Па.

Для изучения влияния перемычки пористой
среды между концами техногенных трещин вы-
полнено моделирование исследования методом им-
пульсного теста. В возмущающей скважине зада-
вались различные режимы работы за счет изме-
нения граничного условия. На режимах закачки
задавалось постоянное давление в стволе скважи-
ны — краевое условие (8) и на этапах остановки
использовалось краевое условие (9) при нулевом
дебите. В наблюдательной скважине воспроизво-
дились отклики давления на эти возмущения. На
рис. 1 приведены общий вид кривой изменения в
возмущающей скважине (рис. 1(a)) и смоделиро-
ванные отклики давления в наблюдательной сква-
жине для различных значений расстояния меж-
ду концами трещин: d = 3, 10, 30 м (рис. 1(b)) и
d = 100, 200, 500 м (рис. 1(c)). Из рисунка видно,
что при d > 30 м отклик давления в наблюдатель-
ной скважине малозаметный. В реальных промыс-
ловых условиях при наличии зашумления измерен-
ных данных и невысокой точности измерительно-
го оборудования распознавания этого отклика бы-
ло бы затруднительно. При d ≤ 30 м (рис. 1(b)) ре-
акция на возмущения выделяется однозначно. Чем
меньше расстояние между концами трещины, тем
больше амплитуда отклика давления в наблюда-
тельной скважине.

На рис. 2 приведены профили давления вдоль
оси Ox с трещинами при d = 800 м (рис. 2(a)),
d = 30 м (рис. 2(b)) в моменты времени t равны
1 и 30 сут. В случае с d = 800 м (рис. 2(а)) давление
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Рис. 1. Импульс давления в возмущающей сква-
жине (a) и отклик в наблюдательной сква-
жине (b, c): 1 — d = 3 м; 2 — d = 10 м; 3 —
d = 30 м (b); 4 — d = 100 м; 5 — d = 200 м;
6 — d = 500 м (c)

распределилось только вдоль трещины в возмуща-
ющей скважине, давление в наблюдательной сква-
жине практически равно начальному пластовому
давлению. Из сопоставления профилей с d = 30 м
(рис. 2(b)) видно что, чем больше расстояние меж-
ду трещинами, тем значительнее потери давления
между возмущающей и наблюдательной скважина-
ми.

Наличие даже незначительной перемычки по-
ристой среды с низкими фильтрационными свой-
ствами приводит к значительным потерям импуль-
са давления между возмущающей и наблюдатель-
ной скважинами. При этом согласно результатам
исследований, представленным в работе [5], отклик
в наблюдательной скважине на изменение давления
в возмущающей скважине практически мгновен-
ный, а разница в абсолютных значения давлений
в скважинах значительно меньше, чем в представ-
ленных расчетах (рис. 2–4). Таким образом, для
обработки результатов промыслового исследования
стоит рассмотреть случай с двумя техногенными
трещинами без пористой перемычки d = 0.

4. Случай трещин без перемычки

Случай с единичной техногенной трещиной,
которая пересекает возмущающую и наблюдатель-
ную скважины, рассмотрен далее. Трещина име-
ет длину 2xf1 + 2xf2 и перемычка пористой сре-
ды между концами трещин отсутствует d = 0. В
данной системе время отклика на возмущение и пе-
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Рис. 2. Распределение давления вдоль трещины
при d = 800 м (a), d = 30 м (b) в моменты
времени 1 — t = 1 сут; 2 — t = 30 сут

репад давления между возмущающей и наблюда-
тельной скважинами в значительной степени будет
определяться проводимостью трещины:

FCD =
kfwf

km(xf1 + xf2)
.

На рис. 3 показана чувствительность кри-
вых изменения давления в возмущающей и наблю-
дательной скважинах на проводимость техноген-
ной трещины, расчеты проведены при FCD = 25
(рис. 3(a)), FCD = 100 (рис. 3(b)). Из рисунка видно
что, чем больше проводимость трещины, тем боль-
ше совпадение изменения давления на режимах ра-
боты возмущающей скважины и ближе абсолютные
значения давлений в скважинах.

5. Интерпретация промыслового ис-
следования

Математическая модель использовалась для
интерпретации результатов гидропрослушивания в
возмущающей и наблюдательной скважинах. За-
давались история по приемистости возмущающей
скважины, и воспроизводилась теоретическая кри-
вая изменения давления в наблюдательной сква-
жине. На рис. 4 представлены результаты наилуч-
шего совмещения для теоретической и измеренной
кривых для возмущающей скважины (рис. 4(a)) и
наблюдательной скважины (рис. 4(b)). Наилучшее
совмещение было получено при проводимости тре-
щины FCD = 58.5, фазовой проницаемости матри-
цы по воде km = 0.293 · 10−15 м2 и пластовом дав-
лении pi = 33.13 МПа.
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Рис. 3. Изменение давления в возмущающей (1) и
наблюдательной скважинах (2) при FCD =
25 (a), FCD = 100 (b)
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Рис. 4. Изменение давления в возмущающей (a) и
наблюдательной скважинах (b): 1 — про-
мысловые данные; 2 — теоретические рас-
четы

6. Заключение

Получено приближенное численное решение
задачи о фильтрации жидкости в системе скважин
с техногенными трещинами, смоделированы иссле-
дования методом гидропрослушивания. Путем мо-
делирования установлено, что техногенные трещи-
ны возмущающей и наблюдательной скважин не
имеют пористой перемычки. Выполнено совмеще-
ние теоретических данных с промысловыми данны-

ми, получены оценки безразмерной проводимости
техногенной трещины FCD=58.5 и фазовой прони-
цаемости матрицы по воде km = 0.293 · 10−15 м2.
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Использование технологий виртуализации в системах

управления микророботами и микросистемами1

Даринцев О.В.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УНЦ РАН, Уфа

При синтезе систем управления микророботами серьезнейшей проблемой является слабая информационная
поддержка: миниатюрные размеры роботов, ограниченность вычислительных и энергетических ресурсов не
позволяют в полной мере реализовать все необходимые каналы сбора (обработки) информации. Некоторые
параметры внешней среды и микрообъектов (микросистем), имеющие существенное влияние на эксплу-
атационные характеристики и функционирование микросистем, принципиально не могут быть измерены:
шероховатость, профиль пятна контакта, величина заряда, распределенного по поверхности объекта и т.д.
Выходом из создавшейся ситуации может стать использование виртуальных информационных систем, по-
строенных на базе интеллектуальных алгоритмов, которые позволяют определить необходимые параметры
по косвенным признакам на основе экспертных данных и накопленной статистики взаимодействия. При этом
система управления микророботами усложняется незначительно, информация, поступающая с реальных и
виртуальных измерительных систем, не разделяется, т.е. происходит частичное «погружение» управляющих
контуров в виртуальную среду.

1. Введение

Синтез систем управления мобильных мани-
пуляционных микророботов требует разработки
специализированныхметодик,учитывающихособые
условия эксплуатации,влияниемасштабногофакто-
ра и уникальные характеристики микроприводов.

Проведенный анализ конструкций микроробо-
тов и микроманипуляционных устройств показал,
что наиболее перспективным при создании приво-
дов является использование обратного пьезоэлек-
трического эффекта. В отличие от других типов
приводов, пьезоприводы обладают высокой точно-
стью, до 1 Å, и практически линейной механиче-
ской характеристикой, высоким КПД и т.д., к недо-
статкам же можно отнести их хрупкость и наличие
гистерезиса. На базе обратного пьезоэлектрическо-
го эффекта строятся как приводы прямолинейного
перемещения, так и приводы вращения, что объяс-
няет факт их широкого применения в микромани-
пуляционных устройствах.

Особенностью конструкции пьезоэлектриче-
ского мобильного микроманипуляционного робота
«МикРоб III» и последующих разработок, является

1Работа выполнена при финансовой поддержке Програм-
мы № 1 фундаментальных исследований ОЭММПУ РАН
(проект «Научные основы робототехники и мехатроники»)
и РФФИ (грант № 11-08-97016-р_поволжье_а).

ее модульность: подвижная платформа и манипуля-
ционная система выполнены в виде автономных мо-
дулей с применением унифицированных пьезопри-
водов.

Подвижная платформа приводится в движение
при помощи трех пьезоприводов, расположенных в
вершинах равностороннего треугольника, что поз-
воляет существенно упростить алгоритмы управ-
ления и упростить реализацию поворотов плат-
формы. Более компактная конструкция обеспечи-
вает достижение более высоких скоростей разворо-
та платформы в связи с тем, что существует прямая
зависимость между величиной поворота платфор-
мы и расстояниями от центра масс конструкции до
точек расположения приводов.

Микророботы семейства МикРоб способны вы-
полнять перемещения рабочего инструмента с точ-
ностью до 10 нм, передвигаться со скоростью до
12 мм в секунду по рабочей поверхности, которая,
в свою очередь, характеризуется шероховатостью
Rz 3,2. На базе этого типа микророботов будет по-
казана перспективность использования интеллек-
туальных алгоритмов и методик виртуализации.

2. Виртуализация информационной

подсистемы мобильной платформы

Конструктивный облик существующих микро-
роботов во многом определяется типом применяе-
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мых приводов. Привод определяет не только внеш-
ний вид и конструкцию микроробота, способы вы-
полнения действий и перемещений на микроуровне,
но и материалы, которые могут быть примене-
ны для изготовления его основных компонентов.
Поэтому, в первую очередь, при конструировании
необходимо провести выбор исполнительных меха-
низмов (приводов). Довольно часто этот выбор сво-
дится к выбору физического эффекта, выходом ко-
торого является механическая энергия.

Основное требование к исполнительным меха-
низмам, применяемым в микроробототехнике, —
это отсутствие каких-либо механических передач
или преобразователей видов движения. Перемеще-
ния, которые должны реализовываться этими при-
водами, более чем на порядок ниже величины за-
зора (люфта), которая может быть достигнута при
прецизионном изготовлении механических передач.
Поэтому в качестве приводов чаще всего использу-
ются так называемые преобразователи рода энер-
гии (ПРЭ). Наиболее распространенными ПРЭ яв-
ляются обращенные электромеханические преобра-
зователи, потребность в которых объясняется тем,
что протекание практически любого технологиче-
ского процесса связано с необходимостью совер-
шать механическую работу.

Микророботы отличаются простотой кон-
струкции и процесса реализации движений, в
случае пьезоэлектрического мобильного мик-
роробота это «единичный» шаг. Тем не менее,
управление объектом данного класса в силу ряда
причин, часть из которых была приведена и
смоделирована выше, является сложной и неод-
нозначной задачей. Особо жесткими являются
требования к системе управления по обеспечению
требуемой точности выполнения перемещения и
манипуляций, а в некоторых случаях и к скорости
выполнения данных действий. Иногда в качестве
требования выступает корректная реализация
одного из способов выполнения перемещения.

В силу малой величины шага и особенности
процессов реализации движения у объекта управле-
ния появляются свойства, нетипичные для макро-
систем робототехники. Это явление связано с про-
явлением особенностей функционирования объек-
тов в микромире.

Построение адекватной обратной модели (ОМ)
мобильного микроробота как объекта управления
с приемлемой величиной времени расчетов управ-
ляющих воздействий предоставляет возможность
применить ОМ непосредственно в качестве регу-
лятора управляющей части системы. В этом слу-
чае система управления при генерации управляю-
щих сигналов будет учитывать наиболее значимые

особенности объекта и в системе будут присутство-
вать только ошибки, связанные с ориентацией при-
водов платформы микроробота (постоянная состав-
ляющая, но на практике практически не поддающа-
яся измерению) и качеством поверхности движения
(случайная составляющая, т.к. необходимо учиты-
вать величину отдельных «пиков», а не их среднюю
величину).

Грубая модель выполнения перемещения мик-
роробота Z(t) может быть представлена в виде:

pZ(t) = V · I · H · K · U(t),

где V — частота подаваемого в модель
сигнала управления U(t); K — линейный
коэффициент зависимости напряжение–
перемещение; I — единичная матрица; H = B ·R —
матричный оператор, где, в свою очередь,

B =

∣∣∣∣∣∣

1/3
1/3

1/3 0 0 0

0 0 0 1/3
1/3

1/3
bx1 bx2 bx3 by1 0 by3

∣∣∣∣∣∣
— матрица

коэффициентов для расчета элементарных дви-
жений по x, y координатам и углу поворота; R —
матрица перехода из локальной системы координат
в глобальную.

Предлагаемая модель перемещения микроро-
бота достаточно проста, так как она строится на ос-
нове геометрической и кинематической моделей мо-
бильных пьезоэлектрических микророботов класса
МикРоб. Но, в то же самое время, эта модель предъ-
являет жесткие требования к соосности приводов,
практически абсолютному равенству площадей сег-
ментов, точности изготовления платформы и дру-
гим параметрам, приводящим к изменению коэф-
фициента передачи и, следовательно, отклонениям
от желаемого характера движения. Предлагаемая
модель микроробота будет адекватной, если каче-
ство рабочей поверхности стабильно и не меняет-
ся в процессе эксплуатации, микроприводы облада-
ют идентичными характеристиками, конструктив-
ные элементы, определяющие жесткость подвиж-
ной платформы, изготовлены с большой точно-
стью.

Проведенные эксперименты показали, что шаг,
выполняемый пьезоприводом, не является величи-
ной постоянной, а зависит от технологического раз-
броса характеристик и от внешних возмущающих
воздействий, вызванных шероховатостьюповерхно-
сти, сравнимой с величиной отдельного шага и дей-
ствием адгезионных сил.

В связи с этим обстоятельством, предлагает-
ся коэффициент передачи представить в виде сум-
мы постоянной величины и параметрического воз-
мущения, а движение микроробота по траектории
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Рис. 1. Области достоверности для адгезионных сил

можно представить в виде нестационарного урав-
нения:

pZ(t) = V · I · H · [K∗ + ∆K(t)] ρ̄(t). (1)

Особенностью данного описания, в отличие от
традиционного, является то, что оператор, связыва-
ющий Z(t) и ρ̄(t), является нестационарным коэф-
фициентом передачи, не содержащим дифференци-
альных компонент, т.е. является голономным опе-
ратором. При этом постоянную составляющую K∗

можно рассматривать как номинальный коэффици-
ент передачи объекта, а нестационарную составля-
ющую ∆K(t) — как некоторое эквивалентное пара-
метрическое возмущение, действующее на объект и
вызванное нелинейными свойствами поверхности,
изменением ее характеристик во время движения
и технологическим разбросом характеристик пье-
зоприводов.

При этом для параметрического возмущения
∆K(t) может быть получено только приближенное
значение, т.к. действующие величины адгезионных
сил, как возмущений со стороны окружающей сре-
ды, носят вероятностный характер (рис. 1).

Т.е. для режима эксплуатации R действующие
на микроробот сигнальные возмущения Fout будет
справедливо представить в виде следующего выра-
жения:

Fout =

n(R)∑

i

(
αi ·FRi

)
+ ∆R,

где αi — коэффициент масштабирования адгезион-
ной силы FRi , отражающий особенности ее проявле-
ния на режиме эксплуатации R; ∆R — возмущения,
проявляющиеся на режиме R, но не имеющие ана-
литического выражения и носящие вероятностный
характер.

В процессе эксплуатации микроробота его па-
раметры меняются вследствие износа, старения
компонентов, действия окружающей среды и т.д.,
но эти изменения можно учесть при управлении,

используя статистику, накопленную во время опыт-
ной эксплуатации, и снизить их влияние путем тща-
тельной конструкторской проработки конструкции.
Т.е. в формуле (1) можно постоянную составляю-
щую K∗ представить в виде переменной с неболь-
шой величиной дрейфа во времени, или корректи-
ровать ее во время эксплуатации в соответствии с
экспериментальными данными.

Более сложным представляется аналитическое
описание ∆K(t), т.к. кроме визуальной обратной
связи (координаты, ориентация микроробота и ско-
рость перемещения) другой информации о взаимо-
действии микроробота с окружающее средой нет.
При этом действие возмущений зависит от режи-
ма функционирования микроробота: перемещение
(крейсерский, оперативный и точный режимы), вы-
полнение технологических операций (манипуляции,
сборка, тестирование и т.д.), а также от типа микро-
приводов, особенностей конструкции, типов контак-
тирующих материалов и др. Поэтому для управле-
ния микророботами необходимо использовать про-
стейшие модели кинематики и динамики, т.к. на
высокоточные перемещения большее влияние ока-
зывают особенности взаимодействия объектов на
микроуровне, а не конструкция узлов микроробо-
та и тип микропривода. Чем выше точность реа-
лизуемого перемещения, тем существеннее влияние
возмущений, а т.к. величина адгезионнных сил мо-
жет иметь достаточно большой разброс (рис. 1), то
необходима разработка алгоритма предсказания ве-
личин адгезионных сил. Для достижения необходи-
мой точности (для корректной работы оборудова-
ния достаточно 85–90%) предсказания необходимо
использовать модельные данные, данные экспери-
ментов и текущие данные обратной связи, на ос-
нове которых можно сформировать сначала каче-
ственную картину происходящего на микроуровне,
а затем уточнить коэффициенты αi для наиболее
значимых адгезионных проявлений.
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Рис. 2. Информационная модель функционирова-
ния систем управления МРТК

Так как при реализации перемещения микро-
робота возможны три различных типа движения,
то необходимо построение трех различных вариан-
тов объединения кинематической, динамической и
модели возмущающих воздействий в эталонную мо-
дель и обратную модель для реализации регулято-
ра в системе управления. А наиболее простым ва-
риантом реализации набора моделей будет их ре-
ализация в виде виртуальной надстройки системы
управления, а дополнительным входным сигналом
для регулятора будет генерируемый этой надстрой-
кой вектор начальных угловых установок приводов
микроробота [1–2].

Подводя итог вышесказанному, и основыва-
ясь на концепции управления микроробототехниче-
скими комплексами, предлагается строить систему
управления с использованием следующей информа-
ционной модели (рис. 2). Предлагаемая информа-
ционная структура представлена в форме триады,
что определяется самой картиной взаимодействия
между элементами структуры. Как это было пока-
зано выше для управления микросистемами и мик-
ророботами необходимо знание об эффектах, прояв-
ляющихся в микромире, которые, в свою очередь,
в значительной степени зависят как от материа-
лов, из которых изготовлены компоненты, так и от
предполагаемого режима работы. Во время эксплу-
атации МЭМС и микророботов свойства элементов,
характер взаимодействий могут меняться, иногда
весьма значительно, поэтому необходимо накопле-
ние статистической информации в виде специали-
зированных банков данных, моделей и режимов.

3. Манипуляционные системы микро-
роботов, виртуальные подсистемы
контроля и управления

Когда объекты, с которыми производятся ма-
нипуляции, имеют размеры менее 1 мм, гравита-
ционные и инерционные силы, пропорциональные
объему объекта, оказывают меньшее влияние на
технологические процессы по сравнению с сила-
ми адгезии (электростатические, Ван-дер-Ваальса
и поверхностного натяжения), возникающими при
контакте микрообъектов с рабочими поверхностя-
ми инструментов, манипуляторов и технологиче-
ской оснастки, и пропорциональные площади.

При микросборке основными причинами адге-
зии (прилипание, сцепление, притяжение) являют-
ся электростатические силы, силы Ван-дер-Ваальса
и поверхностного натяжения (капиллярные силы).
Электростатические силы проявляются под дей-
ствием электрических зарядов, которые наводятся
от сил трения или передаются контактной электри-
фикацией. Силы Ван-дер-Ваальса являются след-
ствием мгновенной поляризации атомов и молекул,
то есть являются эффектами квантовой механики.
Капиллярные силы возникают из-за присутствия
жидкой пленки микроскопических масштабов на
взаимодействующих поверхностях. В зависимости
от условий внешней среды, используемых матери-
алов, поверхностных свойств объектов и т.д., так-
же можно выделить такие проявления адгезии, как
силы сцепления/упругости (pull-of-force), возника-
ющие во время контакта при деформации поверхно-
сти микрообъекта инструментом, магнитные силы
и эффекты микротрибологии. Моделирование адге-
зионных эффектов показало, что при уменьшении
размера объекта менее 3–4 мкм упомянутые выше
силы становятся более значимыми по сравнению с
гравитационным воздействием.

Расчеты действующих на микрообъекты сил
носят эмпирический характер, так при всех про-
чих равных параметрах объекта истинное соотно-
шение адгезионных сил может варьироваться в до-
статочно широком диапазоне, так как оно опреде-
ляется целым рядом параметров окружающей сре-
ды, шероховатостями поверхностей, контактируе-
мыми материалами, которые измерить практиче-
ски невозможно в рабочих условиях. Вместе с тем,
на практике из всех составляющих адгезии имен-
но электростатические силы создают наибольшие
сложности при работе с микрообъектами и выпол-
нении микросборочных операций. Это можно объ-
яснить тем, что поверхностный заряд индуцирует-
ся фактически при выполнении каждой операции,
где есть трение, взаимодействия и контакты мик-
рообъектов с инструментами, паллетами и т.д. К
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тому же, всегда наблюдается эффект «конденсато-
ра», поскольку между поверхностями микрообъек-
тов и инструмента всегда присутствует определен-
ный воздушный зазор из-за наличия на поверхно-
стях шероховатостей, неровностей и т.д. Электро-
статические силы, в отличие от других составляю-
щих адгезии, способны проявляться не только на
поверхности, но и по всему объему микрообъек-
тов. Борьба с негативным влиянием электростати-
ческих сил наиболее сложна и, как правило, мало-
эффективна.

Все вышеперечисленные возмущения относят-
ся к классу случайных и не поддаются измерению
в явном виде или их оценка требует значительных
временных затрат. Случайный характер адгезион-
ных сил проявляется не только при работе захват-
ных устройств традиционных принципов действия,
но и при работе концевых эффекторов. В матема-
тических моделях микроконтактной динамики, ис-
пользуемых при синтезе систем управления, с це-
лью упрощения были учтены не все эффекты (о
влиянии некоторых возмущений на микроуровне
сегодня точно не известно, например, короткодей-
ствующих молекулярных сил). Но на основе резуль-
татов проведенных вычислительных экспериментов
можно сделать вывод, что при работе концевых
эффекторов, величины адгезионных сил являют-
ся также труднопрогнозируемыми, а на микрома-
нипуляционные операции оказываются комбиниро-
ванные воздействия.

Поэтому при генерации управляющих воздей-
ствий сборочными микромеханизмами проанализи-
ровать и учесть влияние каждого из возмущаю-
щих факторов практически невозможно из-за от-
сутствия численных показателей для большинства
из них, а также чрезмерного увеличения сложности
модели. Предлагаемый подход основан на синтезе
интеллектуальной системы управления с виртуаль-
ной надстройкой, в которой реализован блок пред-
сказания (предиктор), построенный в нейросетевом
базисе и использующий в процессе функционирова-
ния как результаты моделирования различных со-
ставляющих адгезии, так и текущую доступную ин-
формацию с сенсорных систем.

Основная особенность выполнения микромани-
пуляций состоит в том, что в отличие от захвата
«макро» изделий, где усилие захвата рассчитыва-
ется исходя из массы изделия, его поверхностных
свойств, динамики системы манипулирования и сил
сцепления с рабочей поверхность схвата, при мик-
романипулировании необходимо учитывать поверх-
ностные эффекты [3].

Таким образом для вычисления Fсхв силы сжа-
тия губок схвата необходимо использовать форму-

лу, отличную от классической, которая включает
не только стандартные параметры, такие как мас-
са микрообъекта m, коэффициент трения µ, ди-
намические характеристики манипуляций (ускоре-
ния, воникающие при перемещении объекта) aвозм,
но и адгезионные силы Fадг, шероховатость поверх-
ности (материал) δ, а также условия эксплуатации
схвата M.

Классический (традиционный) вариант фор-
мулы для расчеты силы схвата Fтр

схв
выглядит сле-

дующим образом:

Fтр

схв
= K1 ·K2 · (Fгр +m · aвозм),

где K1 — коэффициент, зависящий от положения
заготовки по отношению к губкам схвата и направ-
ления действия силы тяжести; K2 — коэффициент
запаса.

Анализ экспериментальных данных показал,
что роль гравитационной силы при выполнении
микроманипуляций сводится часто к необходимо-
сти придания захватываемому объекту нужной
ориентации и дополнения действующих адгезион-
ных сил до минимально необходимого уровня. Так,
при захвате сферического микрообъекта, радиус
которого 50 мкм, схватом с плоскими губками, сила
поверхностного натяжения имеет величину в преде-
лах 10−5 Н, сила Ван-дер-Ваальса — 10−7 Н, элек-
тростатическая сила — 10−9 Н, в то же самое время,
гравитационная сила равна примерно 10−9 Н.

Поэтому для вычисления силы схвата предла-
гается использовать следующую формулу, где до-
бавляется «положительный» (для операции захва-
та) эффект адгезионных сил:

Fсхв = K1 ·K2 [µ · (Fгр +m · aвозм) + Fадг(M, δ)] ,

где Fадг(M, δ) — сумма наиболее эффективных ад-
гезионных сил при заданных режимах работы схва-
та и для данной пары взаимодействующих матери-
алов.

Прогнозирующую оценку недетерминирован-
ных возмущений предлагается проводить на основе
информации, поступающей на вход в виде векто-
ров текущего состояния Sf(k) (сигналы обратной
связи, получаемые с сенсорных систем), косвенных
и размерных факторов Sv(k) (данные в виде кон-
стант, описывающих основные свойства окружаю-
щей обстановки и используемых материалов), те-
кущих коэффициентов взаимодействий Sa(k) (вы-
ход математических моделей микромира, моделей
микроразрушения), а также значений векторов те-
кущего состояния за один Sf(k− 1), два Sf(k− 2),
три такта Sf(k−3) назад. Выходом предиктора бу-
дет являться коэффициент α(k+1) уменьшения си-
лы захвата Fтр

схв
, величина которой была вычисле-
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на классическими методами (1), для последующей
операции:

α(k + 1) = RBF (Sf(k), Sv(k), Sa(k), α(k),

Sf(k − 1), Sf(k − 2), Sf(k − 3)),

где RBF — проводимое сетью преобразование
вход–выход.

Предиктор синтезировался в виде одношаго-
вого блока прогнозирования на базе прямонаправ-
ленной трехслойной нейронной сети с радиально-
базисными активационными функциями нейронов
скрытого слоя (РБФ-сети):

fi(Y, ci, σi)=exp



− 1

σ2
i

V∑

j=1

(Yj − ci,j)
2



 , i = 1, H,

где Y = (Sf(k), Sv(k), Sa(k), α(k), Sf(k− 1), Sf(k−
2), Sf(k−3)) — вектор входных сигналов сети; ci =
(ci,1, ci,2, . . . , ci,V ) — вектор координат центра ак-
тивационной функции i-го нейрона скрытого слоя;
σi — ширина окна активационной функции; V —
количество нейронов во входном слое сети; H — ко-
личество нейронов в скрытом слое.

Линейные выходные нейроны суммируют сиг-
налы со скрытого слоя и формируют выход сети,
генерируя предсказания:

Zj(k+1) =

H∑

i=1

wjif(Y, ci, σi),

где j — номер нейрона выходного слоя; wji, i =
1, H — весовые коэффициенты.

Проведенные исследования доказывают, что
синтез одношагового нейросетевого предиктора для
оценки величин микроэффектов при захвате объ-
ектов возможен даже при отсутствии прямой ин-
формации обо всех действующих на микрообъект
силах, — достаточно только косвенных и модель-
ных данных. Исходя из полученных результатов,
использование концевых эффекторов с предложен-
ной прогнозирующей моделью управления наибо-
лее эффективно в задачах по сборке гибридных
микросистем, где требуется высокая точность в
прикладываемых усилиях, т.к. отдельные детали
имеют толщину несколько мкм и ниже (кантилеве-
ры, пластины, мембраны и т.д.). Несмотря на необ-
ходимость затрат машинных ресурсов на прогно-
зирование, в результате достигается минимизация
времени сборки микроизделия за счет увеличения
быстродействия манипуляционной системы и сни-
жается вероятность выхода из строя захватывае-
мых микродеталей, т.к. усилие приводов значитель-
но ниже.

Достоверность работы виртуальной надстрой-
ки со встроенным предиктором подтверждена поло-
жительными результатами ее тестирования на мо-
делях адгезионных эффектов и экспериментальны-
ми данными [4]. Все это указывает на перспектив-
ность использования виртуальных технологий для
решения задач управления микроманипулятором.

4. Заключение

В статье показана лишь часть возможностей,
реализуемых при помощи виртуальных технологий,
применительно к синтезу и использованию систем
управления микроробототехническими устройства-
ми. Использование технологий виртуализации поз-
воляет проводить реконструкцию состояния окру-
жающей среды по косвенным показателям и ге-
нерировать «виртуальные» сигналы для систем
управления, как результат прямого «измерения»
параметров рабочей среды: шероховатость, величи-
ны адгезионных взаимодействий и т.д. При этом на-
грузка на бортовой управляющий комплекс снижа-
ется практически на порядок, система корректно
парирует возмущения внешней среды
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Рассмотрены основные этапы решения задачи планирования движений мобильными роботами в нестацио-
нарной рабочей среде на основе нейронных сетей, генетических алгоритмов и нечеткой логики. Выделяются
общие для рассматриваемых интеллектуальных алгоритмов особенности и проводится их сравнительный
анализ. Даются рекомендации по использованию того или иного метода в зависимости от типа решаемой
задачи и требований, предъявляемых к быстродействию алгоритма, качеству траектории, наличию (объему)
сенсорной информации и т.д.

1. Введение

В последние годы в робототехнике растет ко-
личество научных групп, работающих над пробле-
мой реализации коллективного управления авто-
номными мобильными роботами и микроробота-
ми, что связано с расширением возможностей робо-
тов и повышением гарантий получения результата
при совместном (коллективном) использовании та-
ких устройств для решения поставленных задач. В
связи с тем, что использовать коллективы роботов
предполагается в опасных средах, в дополнении к
общей задаче управления движением появляются
проблемы мультиагентного планирования движе-
ния в нестационарном рабочем окружении: непред-
сказуемое изменение окружающей обстановки, на-
личие подвижных препятствий и т.д. Поэтому для
управления движением мобильных роботов, функ-
ционирующих в условиях неопределенности, в по-
следние годы широкое распространение получили
методы решения на основе интеллектуальных ал-
горитмов: нейронных сетей, генетических алгорит-
мов и нечеткой логики. В данной работе рассмат-
риваются основные этапы решения задачи планиро-
вания на основе перечисленных интеллектуальных
методов, выделяются схожие моменты для всех ал-
горитмов, проводится сравнение по способу пред-
ставления рабочего пространства, количеству ро-
ботов в коллективе, затратам машинного времени и
т.д. Также даются рекомендации по использованию

1Работа выполнена при финансовой поддержке Програм-
мы № 1 фундаментальных исследований ОЭММПУ РАН
(проект «Научные основы робототехники и мехатроники»)
и РФФИ (грант № 11-08-97016-р_поволжье_а).

того или иного метода в зависимости от особенно-
стей решаемой задачи и требований, предъявляе-
мых к быстродействию алгоритма, оптимальности
траектории, наличию сенсорной информации и т.д.

2. Планирование на основе генетиче-
ских алгоритмов

В настоящее время одними из перспективных
подходов, которые позволяют достаточно эффек-
тивно управлять сложными динамическими объек-
тами в условиях неопределенности, дефицита ре-
сурсов и в реальном времени, являются систе-
мы принятия решений с элементами искусственно-
го интеллекта, в частности генетические алгорит-
мы [1].

Решение задачи планирования на основе гене-
тических алгоритмов можно свести к следующим
основным этапам [2]:

1) формирование модели внешней среды (рабо-
чего пространства);

2) кодирование потенциальных решений (фор-
мирование хромосом);

3) генерация начальной популяции (траекто-
рий, соединяющих точки старта и цели);

4) определение критериев выживания популя-
ции на каждом эволюционном этапе и формирова-
ние функций соответствия;

5) нахождение оптимального решения на каж-
дом этапе эволюции путем вычисления функции
пригодности.

Формирование модели внешней среды заклю-
чается в разбиении (дискретизации) рабочей обла-
сти в трехмерном пространстве по осям коорди-
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Рис. 1. Кодировка маршрута движения в хромосоме

нат X , Y и времени t. Шаг квантования по вре-
мени характеризует период, в котором определе-
но движение препятствий в рабочей области, за-
давая таким образом максимальную глубину пла-
нирования по времени. Квантование по осям ко-
ординат необходимо для дискретизации состояния
неподвижных объектов, определения точек, соот-
ветствующих стартовым и конечным положениям
агента, а также для фиксирования моментов изме-
нения состояния нестационарной рабочей среды.

Одним из наиболее важных элементов в гене-
тических алгоритмах является кодирование потен-
циальных решений, то есть формирование хромо-
сом. Если в качестве индивидуумов рассматривать
маршруты движения по ячейкам дискретного трех-
мерного рабочего пространства, то хромосома бу-
дет представлять собой последовательность узлов,
образующих траекторию движения. При этом каж-
дый i-ый узел будет содержать гены, представля-
ющие собой координаты в виде индексов xi и yi
соответствующей ячейки, а также индекс момента
времени ti, в котором агент достигнет эту ячейку
(рис. 1). Гены, соответствующие времени и располо-
женные в последовательных узлах хромосомы, от-
личаются на единицу.

Для полученного множества потенциальных
решений применяются генетические операторы
(скрещивание, мутация, спрямление и сглажива-
ние), результатом чего является получение новых
хромосом и отбор среди них лучших решений в сле-
дующее поколение. Этот набор действий повторяет-
ся итеративно, пока полученное решение не будет
удовлетворять заданному критерию. Такими кри-
териями могут быть: минимальная длина маршру-
та, минимизация времени перемещения в заданную
точку и т.д.

3. Планирование на основе нейронных
сетей

Основу нейронной сети составляют относи-
тельно простые, однотипные элементы, имитирую-
щие работу нейронов мозга. Отличительной чертой

нейросетевого подхода, обеспечивающей преимуще-
ства использования нейронных сетей в задачах пла-
нирования оптимальных маршрутов движения, яв-
ляется принцип параллельной обработки сигналов,
который достигается путем объединения большого
числа нейронов в слои и соединения определенным
образом нейронов различных слоев [3].

Решение задачи планирования на основе ней-
ронных сетей можно свести к следующим основным
этапам [4]:

1) формализация задачи планирования;
2) выбор топологии сети;
3) отображение энергетических взаимодей-

ствий нейронов в сети в виде нейронной карты (по-
верхности);

4) расчет полной траектории в виде некоторой
процедуры «восхождения» к вершине поверхности
(цели).

Условия применения данного подхода опреде-
ляются формализацией задачи планирования. Ис-
пользуем следующие обозначения: R — мобильный
робот; C — заданное рабочее пространство. Некото-
рый внешний источник (сенсорная система) непре-
рывно обеспечивает информацией об окружающей
среде. По получаемой информации определяются
конфигурация заданного пространства C и распо-
ложение препятствий. Следует отметить, что опре-
деление точной конфигурации рабочего простран-
ства во многом зависит от технических возможно-
стей внешнего источника (сенсорной системы). Сен-
сорная информация X с помощью энергетических
взаимодействий нейронов в сети отображается в ви-
де нейронной карты Ψ на нейронной области F . Для
создания нейронной карты необходимо, чтобы рас-
пространение энергии в сети было подобно эффек-
ту распространению волны, поэтому каждый ней-
рон должен взаимодействовать только с подмноже-
ством своих соседей. Это условие выполняется для
нейронной сети Хопфилда.

Выбор топологии нейронной сети определяет
функции расстояния, используемые для расчета
расстояния между нейронами в слое. Функция рас-
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Рис. 2. Гексагональная топология сети

стояния между нейронами i и j в описываемой сети
есть функция евклидового расстояния ρ(i, j):

ρ(i, j) =
√

([i] − [j])2,

где [i] и [j] – векторы состояний i-го и j-го нейронов
соответственно.

Для сети Хопфилда можно принять кроме ор-
тогональной топологии гексагональную, с семью
нейронами в нейронной области, то есть 6-ю воз-
можными соседями для каждого нейрона (рис. 2).

Дальнейшее решение задачи планирования
определяется отображением энергетических взаи-
модействий нейронов в сети в виде нейронной кар-
ты. Для этого координаты цели, а также информа-
ция об окружающей среде подаются на вход сети
Хопфилда. Нейроны сети входят в состояние равно-
весия и принимают собственные значения энергии
(в зависимости от функции активации). Взаимодей-
ствия нейронов построенной сети обусловлены ди-
намикой и архитектурой самой сети, а также кон-
фигурацией окружающего пространства и коорди-
натами цели, которая является точкой активации.
Значения энергии нейронов на данной нейронной
области (ландшафт активации) поступают на вход
блока генератора траектории, который в свою оче-
редь и выполняет расчет траектории.

Таким образом, основная идея данного подхода
состоит в том, чтобы использовать нейронную кар-
ту как динамическое представление заданного ра-
бочего пространства, информация о котором посту-
пает с внешних источников (сенсорных систем ро-
бота). Энергетические взаимодействия нейронов в
сети подобно распространению волны возмущений
приводят к возникновению (модификации) ланд-
шафта активации, который используется в даль-
нейшем как навигационная карта для планирова-
ния траектории.

4. Планирование на основе нечетких
алгоритмов

Реализация бортовых систем управления
«большими» мобильными роботами на основе
генетических алгоритмов или нейронных сетей не
вызывает особых технических затруднений, по-
скольку размеры роботов позволяют размещать на
борту аппаратно-программные комплексы, ресур-
сы которых будут достаточными для реализации
алгоритмов управления, работающих в реальном
времени. В то же время, на возможности бортовых
вычислительных устройств микророботов накла-
дываются более жесткие ограничения – размеры
микророботов уже не позволяют размещать вы-
сокопроизводительные аппаратно-программные
управляющие комплексы [5].

Решение задачи планирования на основе нечет-
ких алгоритмов можно свести к следующим основ-
ным этапам [6]:

1) определить входы и выходы создаваемой си-
стемы;

2) задать для каждой из входных и выходных
переменных функции принадлежности;

3) разработка нечетких правил выводов.
За входные сигналы нечеткого регулятора

можно принять следующие параметры: A — сво-
бодные области рабочей зоны; b — угловое отклоне-
ние от цели. Свободные области рабочей зоны A —
это матрица, формируемая на основе поступающей
информации от восьми датчиков, расположенных
в каждом из 8-ми возможных направлений движе-
ния. Элементы матрицы A могут принимать зна-
чения «0» и «1», где «0» соответствует свободной
области, а «1» соответствует препятствию в рабо-
чей зоне. Угловое отклонение от цели b — входная
переменная, определяющая отклонение курса дви-
жения мобильного робота от целевого направления.
Выходным сигналами нечеткого регулятора явля-
ются: V — линейная скорость мобильного робота;
ω — направление движения мобильного робота.

Входным и выходным сигналам соответству-
ют логико-лингвистические переменные, значения
которых определяются термами-множествами: от-
рицательное большое (NB), отрицательное среднее
(NM), отрицательное малое (NS) и т.д.

На следующем этапе строится база знаний
нечеткой системы, состоящая из продукционных
правил и отражающая зависимость между входны-
ми и выходными термами-множествами. Для раз-
рабатываемой нечеткой системы выбор нужного
правила будет определяться угловым отклонением
микроробота от цели и наличием свободных обла-
стей в рабочей зоне. Всего в базе правил определе-
но 72 правила — по девять вложенных правил для
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каждого из восьми значений углового отклонения
робота от цели.

В базе правил, в первую очередь, выполняет-
ся поиск по переменной «цель», что позволяет эф-
фективнее использовать вычислительные ресурсы
бортовой микроЭВМ. Аналогично строятся базы
нечетких правил управления для других возмож-
ных ситуаций расположения цели относительно ро-
бота (цель перед роботом и слева, цель перед робо-
том и справа, цель слева, цель справа и т.д.).

Наиболее важной отличительной чертой алго-
ритмов планирования на основе нечеткой логики
являются умеренные затраты машинного времени
и оперативной памяти микроЭВМ. Вычислитель-
ные затраты также практически не зависят от раз-
мерности матрицы конфигурации рабочей зоны, а
оптимизация используемого объема памяти микро-
ЭВМ для больших размерностей рабочей области
может быть достигнута отображением в матрице
локальной зоны робота.

5. Сравнение методов планирования

Сравнение рассмотренных методов проведем
по следующей таблице (табл. 1), отражающей осо-
бенности применения алгоритмов, а также основ-
ные результаты моделирования.

Как показано в таблице, общей чертой рассмот-
ренных алгоритмов является необходимость дис-
кретизации, т.е. разбиения рабочей области на ко-
нечное число ячеек. Как правило, это квадраты,
длина сторон ∆S которых выбирается из условия
обеспечения алгоритмом бесконфликтного движе-
ния — исключения столкновений роботов между со-
бой, столкновений со стационарными препятствия-
ми, а также выход за пределы рабочего простран-
ства. Величину шага дискретизации ∆S можно вы-
брать из следующего соотношения:

∆S = η · Lmin,

где Lmin — минимальный линейный размер наи-
меньшего по габаритам робота, функционирующе-
го в пределах рабочей области, или препятствий,
расположенных в зоне движения роботов; η — ко-
эффициент шага дискретизации, характеризующий
достижимую безопасность движения в заданной
среде. Как показали результаты моделирования,
при выборе величины коэффициента η в диапазоне
1, 1÷1, 5 обеспечиваются бесконфликтное движение
и эффективная работа рассмотренных интеллекту-
альных алгоритмов.

Выбор шага дискретизации в соответствии с
этой методикой также позволяет получить поиско-
вое пространство наименьшей размерностью, при
которой реализуется бесконфликтное движение мо-

бильных роботов, а значит достигается эффектив-
ность работы алгоритма. Относительно невысокая
точность решения задачи при таком подходе будет
соответствовать грубой подсистеме генерации дви-
жений, которая при необходимости может компен-
сироваться уже прецизионной подсистемой управ-
ления.

Для решения проблемы массового применения
мобильных роботов в составе больших групп (мик-
ророботов), насчитывающих сотни и даже тыся-
чи технических устройств, наиболее перспектив-
ным является использование методов планирова-
ния на основе нечеткой логики (количество роботов
в группе — до 1000). Сложность построения борто-
вой системы управления «отдельными» микроробо-
тами больших групп на основе генетических алго-
ритмов или нейронных сетей определяется необхо-
димостью их реализации в реальном времени на ос-
нове ограниченных по мощности вычислительных
ресурсов. Поэтому с учетом затрат машинного вре-
мени размер группы для данных подходов ограни-
чен и составляет 50 и 10 роботов в группе соответ-
ственно.

Подводя итог, можно дать следующие общие
рекомендации по использованию рассмотренных
подходов.

Из основных характеристик, обеспечивающих
преимущества использования генетических алго-
ритмов в задачах планирования оптимальных
маршрутов движения, можно выделить параллель-
ность процесса поиска, вовлечение в соответствую-
щую процедуру сразу большего числа потенциаль-
ных решений и большое число исследуемых обла-
стей в пространстве поиска. В отличие от методов
оптимизации на основе нейронной сети в генетиче-
ских алгоритмах не предъявляется каких-либо осо-
бых требований к целевой функции, не требуется
информации об ее градиенте, функции могут быть
любой сложности. Генетические алгоритмы способ-
ны обеспечить нахождение близкого к оптимально-
му маршрута, не встречая затруднений при возник-
новении проблемы локальных экстремумов.

Важной особенностью методов планирования
на основе нейронной сети является возможность
аппаратной поддержки централизованной системы
управления на базе стационарных вычислительных
комплексов с использованием нейроускорителей, а
также разработка распределенных децентрализо-
ванных систем с учетом аппаратной специфики
бортовых комплексов. Поскольку нейронные сети
обладают способностью быстро адаптироваться к
изменениям, то становится возможным их исполь-
зование в нестационарных средах с динамическими
препятствиями с организацией пере- или дообуче-
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Таблица 1

Метод планирования Генетические алгоритмы Нейронные сети Нечеткая логика
Размерность дискрет-
ного рабочего про-
странства

от 10x10
до 100х100

от 10x10
до 25х25

от 10x10
до 1000х1000

Коэффициент шага
дискретизации

1,1÷1,5 1,1÷1,5 1,1÷1,5

Количество роботов в
группе

1÷50 1÷10 1÷1000

Затраты машинного
времени на поиск
траектории в ста-
ционарном рабочем
пространстве 20х20

21 мс 110 мс <1 мс

Затраты машинного
времени на инициали-
зацию алгоритма

3 мс
(генерация начальной
популяции)

3100 мс
(обучение НС)

0 мс
(инициализация базы
знаний)

Сенсорная информа-
ция

Полная конфигурация
рабочей области

Полная конфигурация
рабочей области

В ближней окрестно-
сти робота

Критерии оптималь-
ности траектории

- по длине маршрута;
- по затраченному вре-
мени;
- по гладкости;
- по «безопасности»
маршрута

- по длине маршрута;
- по затраченному вре-
мени

- по гладкости;
- по «безопасности»
маршрута

Управление взаимо-
действием роботов

Централизованное Централизованное Мультиагентное

ния в реальном времени.
Как следует из представленных в таблице ре-

зультатов, основной характеристикой, обеспечива-
ющей преимущества использования нечетких алго-
ритмов в задачах планирования, является их низ-
кая требовательность к аппаратным ресурсам в со-
четании с высокой скоростью отклика, как у клас-
сических регуляторов. К преимуществу нечеткого
управления следует также отнести наличие библио-
тек с готовыми макетами для реализации на кон-
троллерах.
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Анализ конструктивных схем гидромеханических

дозаторов топлива1

Денисова Е.В.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УНЦ РАН, Уфа

Рассмотрены различные варианты конструктивных схем агрегатов дозирования топлива, проведена их клас-
сификация. Показана возможность возникновения автоколебательных режимов, причиной которых является
наличие неоднозначных нелинейностей и внутренних связей в агрегатах топливопитания.

Достаточно долгое время к синтезу алгоритмов
управления существовал следующий подход: объ-
ект управления (силовая установка) и исполнитель-
ный механизм (агрегат дозирования топлива) опи-
сывались линейными дифференциальными уравне-
ниями второго порядка с постоянными коэффици-
ентами [1]. Практический опыт доводки реальных
систем управления показал неправомерность дан-
ного подхода в силу того, что в агрегатах дозирова-
ния топлива происходят достаточно сложные гид-
родинамические процессы, влияющие на функцио-
нирование всей системы в целом.

Целью настоящей работы является анализ кон-
структивных схем агрегатов дозирования топлива и
их исследование как элементов системы автомати-
ческого управления (САУ) силовой установкой.

Рассматриваются различные конструктивные
схемы агрегатов дозирования топлива, приведен-
ные в [1]. Все многообразие схем по связям между
элементами можно разделить на три большие груп-
пы: 1) агрегаты с гидравлическими связями между
элементами; 2) агрегаты с механическими (жест-
кими) и механическими (гибкими) связями между
элементами; 3) агрегаты смешанного вида, имею-
щие и гидравлические, и механические связи.

Функциональные схемы представлены на
рис. 1, 2 и 3 соответственно.

Все агрегаты описываются уравнениями следу-
ющего вида:

– уравнения сил на подвижных элементах (зо-
лотниках, поршнях и т.д.);

– уравнения баланса расходов рабочей жидко-
сти.

Ранее при проектировании САУ поступали сле-

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ
(гранты № 11–08–97046, 11–08–00823-а).

Рис. 1. Агрегат дозирования топлива с гидравли-
ческими связями между элементами

Рис. 2. Агрегат дозирования топлива с гибкими
связями между элементами
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Рис. 3. Агрегат дозирования топлива с гидравлическими и механическими связями между элементами

Рис. 4. Отклонение сервопоршня от начального положения ∆x/x0 в зависимости от управляющего сигнала u
(эксперимент и расчет)
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дующим образом: полученные дифференциальные
уравнения линеаризовались известными методами,
например, разложением в ряд Тейлора, получа-
лась придаточная функция колебательного зве-
на, что и использовалось при синтезе алгорит-
мов управления силовой установкой. Практический
опыт показал неправомерность подобного подхода.
Поскольку именно из-за гидродинамических про-
цессов, происходящих в агрегатах, чаще всего воз-
никают автоколебательные режимы.

В работе [2] показано, что введение в уравне-
ние сил на сервопоршне дроссельной иглы допол-
нительной составляющей, учитывающей противо-
действие движению одного элемента относительно
другого, позволило получить характеристики сер-
вопоршня, качественно совпадающие с эксперимен-
тальными [3]. Это показано на рис. 4.

Остановимся на схеме, представленной на
рис. 1. Здесь между управляющим золотником
(верхняя часть схемы) и сервопоршнем (нижняя
часть схемы) существуют гидродинамические связи
между левыми и правыми частями элементов. Ес-
ли при описании функционирования элемента по-
добного вида ввести в уравнения функции измене-
ния площадей отверстий от перемещения элемен-
та, т.е., например, f5(z2) и f6(z2), и рассматривать
движение элемента уже с учетом введенных функ-
ций, то получим, что внутри агрегата уже имеются
перекрестные связи. При этом характер связей, их
величина и знак (положительная связь или отрица-
тельная) существенным образом зависят от режима
работы агрегата. Схема замещения агрегата первой
группы, полученная в соответствии с его математи-
ческим описанием, приведена на рис. 5.

На рис. 6 и 7 показаны автоколебательные ре-
жимы, возникающие в агрегате при изменении его
режима работы.

Далее рассмотрим агрегат дозирования топли-
ва третьего вида как наиболее сложный элемент.

В его конструктивной схеме присутствуют:
жесткая механическая связь между сервопорш-
нем и дроссельной иглой; гидродинамическая связь
между дроссельной иглой и КПП.

Проведенные исследования показали наличие
неоднозначных нелинейностей в агрегатах (см.
рис. 4), которые и являются причиной возникнове-
ния автоколебательных режимов в системах управ-
ления силовой установкой.

Проведенный анализ конструктивных схем аг-
регатов дозирования топлива позволил выявить
внутренние связи между элементами и показать
их многообразие. Доказано с помощью математиче-
ского моделирования, что именно внутренние свя-
зи между элементами являются причиной появле-

Рис. 5. Схема замещения гидромеханического ис-
полнительного механизма — сервопоршня
дроссельной иглы с золотником

Рис. 6. Характеристики сигналов z1 и z2 соответ-
ственно при начальном перемещении зо-
лотника z0

2 = 0.1 · 10−6

Рис. 7. Характеристики сигналов z1 и z2 соответ-
ственно при среднем положении золотника
z2
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ние автоколебательных процессов в системе управ-
ления силовой установкой.
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Двухкоординатная система автоматического

управления подачей топлива в ГТД1
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Показана возможность повышения качества управления частотой вращения ротора газотурбинного двигате-
ля за счет введения двухкоординатного агрегата дозирования топлива. Введение двух управляемых сигналов
на дозирующую иглу и на клапан постоянного перепада позволит конструктивно осуществить «грубое» и
«тонкое» управления величиной расхода топлива при сохранении заданной точности по частоте вращения.

1. Введение

В системах автоматического управления
(САУ) газотурбинными двигателями топливные
агрегаты выполняют двоякую роль — обеспе-
чивают топливом двигательную установку и,
одновременно, дозируют его по команде бортового
компьютера в зависимости от режима работы и
условий применения.

В настоящее время ведутся интенсивные раз-
работки авиационных двигателей нового поколения
для летательных аппаратов различного назначе-
ния, в том числе и для беспилотных, которые долж-
ны обладать повышенным эксплуатационным ре-
сурсом. Обеспечение высоких тактико–технических
требований к двигателям новых схем возможно
только при наличии современной системы управле-
ния, одним из элементов которой является агрегат
дозирования топлива (АДТ).

Появление новых поколений двигателей, вве-
дение в контур управления современных вычис-
лительных комплексов поставили перед разработ-
чиками САУ следующую проблему: характеристи-
ки управляющей (электронной) и исполнительной
(гидромеханической) частей системы должны быть
согласованы или хотя бы не противоречить друг
другу. Существенным недостатком современных
систем автоматического управления подачей топ-
лива в ГТД является нестабильность статистиче-
ских и динамических характеристик АДТ. Это про-
исходит вследствие естественного разброса пара-
метров, обусловленного недостаточной точностью

1Работа выполнена при финансовой поддержке Програм-
мы № 1 фундаментальных исследований ОЭММПУ РАН
(проект «Научные основы робототехники и мехатроники»)
и РФФИ (гранты № 11–08–97046, 11–08–00823).

изготовления устройства дозирования топлива, из-
менением вязкости топлива при изменении темпе-
ратуры, а также вследствие других причин, таких
как старение, износ материалов, что в совокупности
приводит к повышению расхода топлива. Диапазон
управления подачей топлива снижается из-за меха-
нического ограничения регулировочных отверстий
в элементах топливной автоматики.

Известно, что количество топлива, поступаю-
щего в двигатель, зависит от двух величин: от про-
ходного сечения дозирующей иглы и от перепада
давления на клапане постоянного перепада.

Ранее управление расходом топлива QT произ-
водилось за счет перемещения сервопоршня агре-
гата дозирования топлива, что приводило только к
изменению проходного сечения иглы, и, как след-
ствие, приводило к ошибке управления по частоте
вращения, в силу изменения и перепада давлений
на ее сечении.

С целью повышения качества управления САУ
ГТД предлагается использовать оба перечисленных
параметра: как изменение проходного сечения, так
и изменение перепада давления на кромке дрос-
сельной иглы или за счет управления положением
поршня клапана постоянного перепада, причем вы-
бор конкретного управляющего параметра произ-
водится по отклонению частоты вращения ротора
ГТД от заданного значения, т.е. по ошибке управ-
ления.

2. Постановка задачи

Ранее система автоматического управления га-
зотурбинным двигателем имела вид, представлен-
ный на рис. 1, основными элементами которой яв-
ляются ЭР — электронный регулятор, ОУ — объ-
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Рис. 1. Структурная схема САУ ГТД

Рис. 2. Усовершенствованная схема САУ ГТД

ект управления. На вход системы поступает вход-
ной сигнал n0, на выходе системы формируется вы-
ходной сигнал n, на вход электронного регулято-
ра поступает сигнал ошибки ξ, полученный за счет
рассогласования входного сигнала с выходным сиг-
налом системы. На выходе электронного регулято-
ра формируется управляющий сигнал, который по-
ступает на вход ОУ.

В рассмотренной выше системе автоматическо-
го управления ГТД предлагается разделить объ-
единенный ОУ на агрегат дозирования топлива и
газотурбинный двигатель, а управляющий сигнал
u — разделить на два сигнала: по изменению про-
ходного сечения u1 и изменению перепада давле-
ния u2 (рис. 2). По ошибке управления ξ = n0 − n
формируется сигнал с выхода ЭР, который поступа-
ет или на сервопоршень дроссельной иглы, или на
клапан постоянного перепада давления. Выбор кон-
кретного сигнала осуществляет логический блок
(ЛБ).

Известно, что конструктивно АДТ состоит из
нескольких основных элементов: сервопоршня 1,
дроссельной иглы 2, клапана постоянного дав-
ления (КПД), клапана постоянного перепада 3
(КПП), распределительного клапана и др. элемен-
тов (рис. 3), если они необходимы для функциони-
рования системы топливопитания.

Предлагаемое устройство работает следующим
образом. Электронный регулятор режима работы
двигателя формирует два управляющих сигнала u1
и u2, поступающие на электромагнитные клапаны
(ЭМК 1 и ЭМК 2) соответственно через логический
блок (ЛБ). ЭМК 1 открывает (или закрывает) за-
слонку, изменяя площадь слива sсл,1 в левой поло-
сти сервопоршня дроссельной иглы; ЭМК 2 откры-

вает (или закрывает) заслонку, изменяя площадь
слива sсл,3 в левой полости КПП.

Для определенности положим, что левая
заслонка закрыта на какой-то момент време-
ни (устройство работает в режиме широтно–
импульсной модуляции). В этом случае давление P1

постепенно возрастает до величины PКПД = const,
и сервопоршень начинает перемещаться вправо по
схеме (стрелка под x показывает направление пе-
ремещения сервопоршня). Одновременно с серво-
поршнем перемещается дроссельная игла, изменяя
свое проходное сечение sДИ(x).

Таким образом, устанавливается связь между
управляющим сигналом проходного сечения u1 и
перемещением сервопоршня дроссельной иглы x.

Далее, от насоса (или качающего узла) прихо-
дит расход топлива QН, прямо пропорциональный
частоте вращения ротора турбокомпрессора n, т.е.
QН = k ·n. При условии, что n = const на заданном
режиме работы, получаем, что QН = const, но при
этом давление PН является переменной величиной и
зависит от положения иглы. Если дроссельная игла
перемещается на закрытие (вправо по схеме), то PН

возрастает, и наоборот. При этом давление в правой
полости иглы (PРК — давление перед распредели-
тельным клапаном) остается без изменения. Следо-
вательно, перепад давлений (PН−PРК) начинает из-
меняться. В случае нерегулируемого КПП перепад
(PН − PРК) постепенно устанавливается постоянной
величиной при условии, что поршень КПП может
перемещаться в зоне регулировочного отверстия. В
противном случае, если поршень КПП вышел из зо-
ны управления, то перепад давлений (PН −PРК) из-
меняется, что, в свою очередь, изменяет и расход
топлива в двигатель. Ошибка управления накапли-
вается.

В случае работы двигателя на предельно до-
пустимых режимах поршень КПП может выйти из
зоны управления. Во избежание подобного факта
и предлагается ввести управление подачей топли-
ва по двум координатам следующим образом. Пока
ошибка управления не достигнет точки A (рис. 4),
ЛБ подает сигнал на ЭМК 1, который открывает и
закрывает заслонку в режиме широтно–импульстой
модуляции, т.е. происходит решение задачи управ-
ления по положению сервопоршня дроссельной иг-
лы x в левой части схемы (рис. 3). Происходит до-
статочно быстрое уменьшение ошибки ξ в Зоне 1.
Это так называемое «грубое» управление по по-
ложению сервопоршня. При снижении ошибки до
критического значения (до точки A) ЛБ передает
управление на ЭМК 2, который открывает и закры-
вает заслонку в режиме широтно–импульсной мо-
дуляции. В этом случае в Зоне 2 ошибка стремит-
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Рис. 3. Конструктивная схема АДТ

Рис. 4. График ошибки частоты вращения рото-
ра газотурбинного двигателя (ξДО ≈ 0.3%
от текущего значения по частоте вращения
ротора)

ся к допустимой ξДО медленно. Таким образом осу-
ществляется «тонкое» управление по перепаду дав-
лений. По сигналу системы автоматического управ-
ления, в случае возникновения аварийной ситуа-
ции, ЛБ подает сигналы на ЭМК 1 и ЭМК 2 од-
новременно, открываются оба слива и топливо сли-
вается из АДТ.

3. Выводы

Показана возможность повышения качества
управления частотой вращения ротора газотурбин-
ного двигателя за счет введения двухкоординатно-
го агрегата дозирования топлива.

Введение двух управляемых сигналов на до-
зирующую иглу и на клапан постоянного перепа-
да позволит конструктивно осуществить «грубое»
и «тонкое» управление величиной расхода топлива
при сохранении заданной точности по частоте вра-
щения.

Для того чтобы осуществить «грубое» и «тон-
кое» управление используется график ошибки ча-
стоты вращения ротора газотурбинного двигате-
ля, где части графика, обозначенные «Зона 1» и
«Зона 2», осуществляют управление соответствен-
но. Такое управление позволяет увеличить эффек-
тивность управления подачей топлива, что вб свою
очередь приведет к повышению качества управле-
ния всей системы в целом.
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Рассматривается коэффициентная обратная задача для уравнения аномальной диффузии, содержащего про-
изводные дробного порядка типа Римана–Лиувилля или Капуто по временной переменной. Предлагается
алгоритм идентификации коэффициента аномальной диффузии, являющегося функцией концентрации. Ал-
горитм основан на сведении коэффициентной обратной задачи к задаче минимизации функционала невязки
(экстремальной задаче), которая решается методом скорейшего спуска. Приводятся основные расчетные со-
отношения, необходимые для вычисления градиента функционала невязки. Эффективность предложенного
алгоритма иллюстрируется рядом тестовых примеров.

1. Введение

Процессы аномального диффузионного пере-
носа часто наблюдаются в неупорядоченных слож-
ных системах, таких как пористые и трещиновато-
пористые среды, аморфные полупроводники, жид-
кие полимеры и стекла, перколяционные класте-
ры и самоподобные фрактальные среды, турбулент-
ные потоки жидкости, газа и плазмы [1–3]. Ано-
мальность таких процессов обычно заключается в
их немарковской стохастической природе, которая
обусловлена эффектами памяти среды, простран-
ственной нелокальности и перемежаемости. Дан-
ные эффекты не могут быть адекватно описаны ма-
тематическими моделями в виде дифференциаль-
ных уравнений в частных производных и требуют
перехода к интегро-дифференциальным моделям.

Одним из эффективных и широко использу-
емых подходов для описания процессов аномаль-
ной диффузии является использование аппарата
интегро-дифференцирования дробного порядка [3–
5]. В этом случае уравнение переноса является
интегро-дифференциальным уравнением, содержа-
щим производные дробного порядка по временной
и/или пространственным переменным.

Для успешного использования таких уравне-
ний на практике необходимо знать значения ко-
эффициентов аномального переноса. Тем не менее,
их непосредственное экспериментальное определе-
ние представляет большую сложность в силу спе-
цифики процессов аномального переноса, поэтому
основным подходом для их нахождения становится
решение соответствующих коэффициентных обрат-

ных задач. В настоящее время предложен ряд ана-
литических и численных подходов к идентифика-
ции коэффициентов аномального переноса на осно-
ве дробно-дифференциальных уравнений [6–8], од-
нако они не позволяют восстанавливать коэффици-
енты, являющиеся функцией потенциала переноса.

В данной работе предлагается алгоритм иден-
тификации коэффициента аномальной диффузии,
зависящего от концентрации, путем сведения со-
ответствующей коэффициентной обратной задачи
к экстремальной задаче для функционала невяз-
ки. Экстремальная задача решается в алгоритме
методом скорейшего спуска [9]. Для классического
уравнения теплопроводности данный подход хоро-
шо известен и нашел широкое применение в прак-
тике теплофизических исследований [10]. Тем не
менее, в случае дробно-дифференциальных уравне-
ний аномальной диффузии этот подход имеет ряд
особенностей, связанных с построением и решением
сопряженных задач и вычислением составляющих
градиента функционала невязки.

2. Постановка задачи

Пусть процесс аномального переноса моде-
лируется одномерным дробно-дифференциальным
уравнением

0Dα
t u = (a(u)ux)x, 0 < t ≤ T, 0 < x < L. (1)

Здесь u(x, t) — функция концентрации; a(u) — ко-
эффициент аномальной диффузии; 0Dα

t — левосто-
ронняя производная дробного порядка α. В даль-
нейшем будем полагать, что α ∈ (0, 1). В этом слу-
чае (1) описывает процесс субдиффузии [2, 3].
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В качестве производной дробного порядка 0Dα
t

по временной переменной в уравнении (1) наиболее
часто используются левосторонние дробные произ-
водные двух типов: Римана–Лиувилля [4]

(0D
α
t u)(x, t) =

1

Γ(1 − α)

∂

∂t

t∫

0

u(x, τ)

(t− τ)α
dτ (2)

и Капуто [5]

(C0 D
α
t u)(x, t) =

1

Γ(1 − α)

t∫

0

uτ (x, τ)

(t− τ)α
dτ. (3)

Отметим, что использование дробной произ-
водной Римана–Лиувилля приводит, в общем слу-
чае, к решению с особенностью в точке t = 0 по-
рядка 1 − α. Дробная производная Капуто всегда
может быть выражена через дробную производную
Римана–Лиувилля:

(C0 D
α
t u)(x, t) = (0D

α
t u)(x, t) −

u(x, 0)

tαΓ(1 − α)
. (4)

Таким образом, при u(x, 0) = 0 левосторонние дроб-
ные производные Римана–Лиувилля (2) и Капуто
(3) совпадают.

Для уравнения (1) ставится первая начально-
краевая задача. При этом в случае использования
дробной производной типа Римана–Лиувилля (2)
начальное условие имеет вид

(0I
1−α
t u)(x, 0) = u0(x), (5)

где

(0I
1−α
t u)(x, t) =

1

Γ(1 − α)

t∫

0

u(x, τ)

(t− τ)α
dτ (6)

— левосторонний интеграл дробного порядка 1−α;
u0(x) — заданная функция. При использовании
дробной производной типа Капуто (3) начальное
условие имеет традиционную форму:

u(x, 0) = u0(x). (7)

Граничные условия не зависят от вида использу-
емой дробной производной по времени и в случае
первой краевой задачи имеют классический вид:

u(0, t) = q0(t), u(L, t) = qL(t). (8)

Целью данной работы является разработка
численного алгоритма для нахождения коэффици-
ента аномальной диффузии a(u). Порядок дробного

дифференцирования α считается известным. Так-
же считаются известными (например, по результа-
там эксперимента) приближенные значения реше-
ния ũ(x, t) в некотором количестве N ≥ 1 внутрен-
них точек отрезка [0, L]:

ũ(di, t) = fi(t), i = 1, N, (9)

а также оценка ε погрешности измерений:

|ũ(di, t) − u(di, t)| ≤ ε, i = 1, N, 0 < t ≤ T. (10)

Соотношения (9) и (10) определяют априорную ин-
формацию, используемую для решения поставлен-
ной коэффициентной обратной задачи.

3. Алгоритм идентификации

Задачу восстановления коэффициента ано-
мальной диффузии можно сформулировать как
экстремальную задачу, если рассмотреть функци-
онал невязки

J(a) =
1

2

N∑

i=1

T∫

0

ρi
(
u(di, t; a(u)) − fi(t)

)2
dt. (11)

Здесь u(di, t; a(u)) — решение соответствующей кра-
евой задачи (1), (5), (8) или (1), (7), (8); ρi (i =
1, N) — весовые множители, характеризующие сте-
пень достоверности экспериментальных данных. В
случае, когда ошибкой эксперимента можно прене-
бречь, a(u) находится из условия минимума функ-
ционала невязки:

a(u) = arg minJ(a). (12)

Если ошибка эксперимента значима, то искомое
значение коэффициента аномальной диффузии на-
ходится из принципа невязки:

J(a) =
ε2T

2

N∑

i=1

ρi. (13)

Представим искомую функцию в виде

a(u) =
m∑

k=1

akϕk(u), (14)

где {ϕk(u)} (k = 1,m) — заданная система базис-
ных функций. Тогда задача отыскания функции
a(u) сводится к задаче нахождения вектора коэф-
фициентов разложения (14): A = (a1, a2, ..., am).

Решение экстремальной задачи (12) или (13)
может быть эффективно выполнено с использова-
нием градиентных методов минимизации. Для их
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использования необходимо иметь алгоритм числен-
ного вычисления градиента функционала J(a). По-
строим этот алгоритм. Для определенности будем
рассматривать уравнение (1) с дробной производ-
ной типа Римана–Лиувилля.

Введем в рассмотрение фиктивные слои, гра-
ницы которых проходят через точки, в которых из-
вестны значения функции u(x, t), т.е. имеют коор-
динаты x = di (i = 1, N). Задачу (1), (5), (8) пред-
ставим в виде системы краевых задач для несколь-
ких слоев с одинаковыми свойствами и идеальным
контактом между ними:

0D
α
t ui = (a(u)uix)x,

(0I
1−α
t ui)(x, 0) = u0i(x),

u1(0, t) = q0(t), uN+1(L, t) = qL(t),

ui(di, t) = ui+1(di, t),

uix(di, t) = ui+1,x(di, t).

(15)

Здесь d0 = 0, dN+1 = b, ui(x, t) — искомая функция
в i-ом слое (x ∈ [di−1, di]).

Рассмотрим задачу минимизации функциона-
ла невязки (11) при ограничениях (15). Составим
функционал Лагранжа:

Φ =

N+1∑

i=1

T∫

0

di∫

di−1

ψi(x, t) [(a(u)uix)x − 0D
α
t ui] dxdt+

+
N+1∑

i=1

di∫

di−1

γi(x, 0)
(
(0I

1−α
t ui)(x, 0) − u0i(x)

)
dx+

+

T∫

0

η(d0, t) [q0(t) − u1(0, t)] dt+

+

T∫

0

η(dN+1, t) [qL(t) − uN+1(dN+1, t)] dt+

+

N∑

i=1

T∫

0

ν(di, t) [ui(di, t) − ui+1(di, t)] dt+

+
N∑

i=1

T∫

0

ξ(di, t) [uix(di, t) − ui+1,x(di, t)] dt,

где ψi(x, t), γi(x, t) (i = 1, N + 1), ν(di, t),
ξ(di, t) (i = 1, N), η(d0, t), η(dN+1, t) — неопределен-
ные множители Лагранжа, соответствующие огра-
ничениям (15).

Допустим, что функция a(u) получила некото-
рое приращение ∆a(u). Тогда функция ui(x, t) из-
менится на некоторую величину ∆ui(x, t). Можно
показать, что ∆ui(x, t) удовлетворяют следующей

системе краевых задач:

0D
α
t ∆ui = (a∆uix)x + au(∆uiuix)x+

+auu∆ui(uix)
2) + ∆auixx + ∆au(uix)

2,
∆ui(x, 0) = 0,

∆ui(di, t) = ∆ui+1(di, t),
∆uix(di, t) = ∆ui+1,x(di, t),

∆u1(0, t) = 0, ∆uN+1(dN+1, t) = 0.

(16)

Вариация функционала Φ имеет вид

δΦ =

N+1∑

i=1

T∫

0

di∫

0

ψi(x, t)
[
(a∆uix)x − 0D

α
t ∆ui+

+∆ui(auuixx + auu(uix)
2) + au∆uixuix+

+∆au(uix)
2 + ∆auixx

]
dxdt+

+

N+1∑

i=1

di∫

di−1

γi(x, 0)∆ui(x, 0)dx+

+

T∫

0

η(d0, t)∆u1(0, t)dt+

+

T∫

0

η(dN+1, t)∆uN+1(dN+1, t)dt+

+

N∑

i=1

T∫

0

ν(di, t)[∆ui(di, t) − ∆ui+1(di, t)]dt+

+
N∑

i=1

T∫

0

ξ(di, t)[∆uix(di, t) − ∆ui+1,x(di, t)]dt.

Из условия δΦ = 0 получаем систему сопря-
женных краевых задач:

−Ct Dα
Tψi = a(u)ψixx,
ψi(x, T ) = 0,

ψ1(d0, t) = 0, ψN+1(dN+1, t) = 0,
ψi(di, t) = ψi+1(di, t),

a
(
u(di, t)

)(
ψi+1,x(di, t) − ψi,x(di, t)

)
=

= ρi
(
ui(di, t) − fi(t)

)
,

(17)

где

(Ct D
α
Tψi)(x, t) =

1

Γ(1 − α)

T∫

t

uτ (x, τ)

(t− τ)α
dτ

— правосторонняя дробная производная типа Ка-
путо. Таким образом, сопряженный дифференци-
альный оператор для левосторонней дробной про-
изводной типа Римана–Лиувилля представляется
через правостороннюю дробную производную типа
Капуто. Легко показать, что имеет место и обрат-
ное утверждение.

Здесь необходимо сделать важное замечание.
Поскольку для сопряженной задачи «начальное»
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условие всегда нулевое: ψi(x, T ) = 0, то в этом слу-
чае соответствующие правосторонние производные
типа Римана–Лиувилля и Капуто совпадают (см.,
например, [3, 5]). Поэтому сопряженная задача яв-
ляется одной и той же как в случае использова-
ния в исходном уравнении (1) производной Римана–
Лиувилля, так и производной Капуто.

В результате для вариации функционала (11)
находим

δJ =

N+1∑

i=1

T∫

0

di∫

di−1

ψi(x, t)
[
∆au(uix)

2 + ∆auixx

]
dxdt.

Используя представление (14), получим

δJ =

m∑

k=1

ak

N+1∑

i=1

T∫

0

di∫

di−1

ψi(x, t)×

×
[dϕk(u)

du
(uix)

2 + ϕk(u)uixx

]
dxdt,

откуда находим представления для отдельных ком-
понент градиента функционала невязки:

J ′
ak

=

N+1∑

i=1

T∫

0

di∫

di−1

ψi(x, t)×

×
[dϕk(u)

du
(uix)

2 + ϕk(u)uixx

]
dxdt, k = 1,m.

(18)
Зная градиент функционала невязки, можно

использовать для решения экстремальной задачи
градиентные методы. Например, в случае примене-
ния метода скорейшего спуска итерационный про-
цесс для восстановления вектора параметров A
строится по формуле

An+1 = An − βnJ
′
n, (19)

где параметр спуска βn на n-й итерации вычисля-
ется из условия

βn = arg min
β
J(An − βJ ′

n).

В силу линейности функции ∆u(x, t, βnJ
′
n) от-

носительно параметра βn, функционал невязки на
(n+ 1)-ой итерации можно представить в виде:

Jn+1 =
1

2

N∑

i=1

T∫

0

ρi×

×
(
u(di, t, An) + βn∆u(di, t, J

′
n) − fi(t)

)2

dt.

Дифференцируя это равенство по βn и приравнивая
полученное выражение к нулю, получим:

βn=−

N∑
i=1

T∫
0

ρi

(
u(di, t, An) − fi(t)

)
∆u(di, t, J

′
n)dt

N∑
i=1

T∫
0

ρi

(
∆u(di, t, J ′

n)
)2

dt

. (20)

Таким образом, алгоритм восстановления ко-
эффициента a(u) сводится к следующим шагам:

• задается начальное приближение искомого па-
раметра a(u);

• решается система прямых задач (15);

• решается система сопряженных задач (17);

• решается система задач для ∆ui (16);

• по формулам (18) вычисляются компоненты
градиента функционала невязки;

• по (20) вычисляется новое значение βn;

• по (19) вычисляется новое приближение векто-
ра A;

• проверяется условие сходимости и при необхо-
димости процесс вычислений повторяется.

Численное решение прямых и сопряженных
краевых задач выполняется с помощью неяв-
ных конечно-разностных схем. Дробная производ-
ная Римана–Лиувилля дискретизируется на основе
формулы Грюнвальда–Летникова [4]:

(0D
α
t u)(xi, tn) ≈ (∆t)−α

n∑

j=0

ωαj u
n−j
i ,

где

ωαj = (−1)j
(
α

j

)
= (−1)j

Γ(α+ 1)

Γ(j + 1)Γ(α− j + 1)
;

∆t — шаг сетки по временной переменной; (xi, tn) —
координаты узлов конечно-разностной сетки, uni =
u(xi, tn). Дискретизация дробной производной Ка-
путо получается из формулы связи (4).

Правые части всех уравнений, содержащие
производные целого порядка, дискретизируются
классическим образом со вторым порядком точно-
сти по пространственной переменной по неявной
схеме. В результате при решении как прямых, так
и сопряженных задач получаются системы с трех-
диагональными матрицами, которые решаются ме-
тодом прогонки.
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Рис. 1. Решение прямой задачи при a = const

4. Результаты численных расчетов

Приведем результаты некоторых численных
экспериментов, иллюстрирующих эффективность
предложенного алгоритма. Численные эксперимен-
ты проводились по классической схеме: сначала ре-
шалась прямая задача с заданным (истинным) зна-
чением a(u) и определялось поле концентрации, ко-
торое затем использовалось в качестве априорной
информации при решении обратной задачи по опи-
санному выше алгоритму.

Параметры тестовой задачи:

α = 0.5, L = 1, T = 0.25,
u0(x) = 0, q0(t) = sin(10t), qL(t) = 0.

В качестве базисных функций в (14) использова-
лись ϕk(u) = uk, k = 0,m. В качестве априорной
информации считалось известным изменение кон-
центрации во времени в центральной точке x = 0.5.

Сначала рассмотрим результаты численного
эксперимента по восстановлению постоянного ко-
эффициента аномальной диффузии. Истинное зна-
чение: a = 100. В качестве начального приближе-
ния использовалось значение a0 = 150. За 15 ите-
раций процесс сошелся с точностью 10−12 по функ-
ционалу невязки, что обеспечило точность восста-
новления коэффициента диффузии 10−9. Соответ-
ствующее поле концентрации показано на рис. 1.
На рис. 2 показано решение сопряженной задачи на
первой итерации. На рис. 3 приведена зависимость
параметра спуска βn от номера итерации.

Существенно большее количество итераций
требуется для восстановления вектора параметров
(14). При точной зависимости a(u) = 100 + 10u +
10u2 с начального приближения A0 = (150, 15, 5)
процесс сошелся с точностью 10−12 по функцио-
налу невязки за 26383 итерации. При этом точ-
ность восстановления элементов вектора A состави-
ла 10−6. Графики решения прямой и сопряженной
задач при этом качественно аналогичны приведен-

Рис. 2. Решение сопряженной задачи при a =
const на 1-ой итерации

Рис. 3. Зависимость параметра спуска от номера
итерации при a = const

ным на рис. 1 и 2, график зависимости параметра
спуска βn от номера итерации показан на рис. 4.

Наиболее интересным представляется случай
восстановления коэффициента a(u) при условии,
что он точно не разлагается по выбранному базису
ϕk при конечном m. При a(u) = 100e0.3u и m = 3
процесс сошелся к A = (100.068, 29.651, 5.237) за
12220 итераций. На рис. 5 показана зависимость
функционала невязки от номера итерации, а на
рис. 6 — зависимость параметра спуска βn от но-
мера итерации.

Приведенные примеры показывают, что пред-
ложенный алгоритм позволяет достаточно точно и
эффективно решать задачу восстановления коэф-
фициента аномальной диффузии.

5. Заключение

Приведенный в работе алгоритм в настоящее
время не имеет строгого математического обос-
нования, поскольку отсутствует целый ряд важ-
ных теорем существования и единственности реше-
ния в классах обобщенных функций для дробно-
дифференциальных уравнений аномального пере-
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Рис. 4. Зависимость параметра спуска от номера
итерации при a(u) = 100 + 10u + 10u2

Рис. 5. Зависимость функционала невязки от но-
мера итерации при a(u) = 100e0.3u

Рис. 6. Зависимость параметра спуска от номера
итерации при a(u) = 100e0.3u

носа. Работоспособность алгоритма подтверждает-
ся численными экспериментами, однако границы
применимости подхода остаются весьма расплыв-
чатыми. Поэтому в качестве основных направлений
дальнейшего развития работы можно указать, во-
первых, получение теоретических оценок для ско-
рости сходимости алгоритма и, во-вторых, его стро-
гое математическое обоснование.
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Влияние высокочастотных электромагнитных полей

на адсорбционные процессы в пористой среде1
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Представлены результаты экспериментального исследования процесса адсорбции полярных углеводородов
в насыщенных пористых средах после воздействия высокочастотным электромагнитным (ВЧ ЭМ) полем и,
для сравнения, тепловым нагревом. Приведены зависимости извлеченного объема углеводородов из моделей
от температуры нагрева среды. При сравнении полученных экспериментальных данных отмечено дополни-
тельное влияние ВЧ ЭМ поля на десорбцию асфальтенов с поверхности пористой среды, что, в свою очередь,
ведет к увеличению степени извлечения углеводородов из моделей. В основу теоретического рассмотрения
положены термодинамическое обоснование и математическое моделирование процессов тепломассопереноса
в насыщенной среде при ВЧ ЭМ воздействии. В результате исследований установлено, что при воздействии
ВЧ ЭМ поля процесс адсорбции замедляется, что положительно сказывается на фильтрационной способно-
сти насыщенной породы. При этом учтено, что уравнение кинетики сорбции, основанное на законе Генри,
включает слагаемое, отражающее вклад теплового и ЭМ полей. Для выявления механизма адсорбции и
десорбции полярных компонентов на поверхности пористой среды под действием ВЧ ЭМ поля проведено
исследование влияния поля на процесс адсорбции асфальтенов с помощью атомно-силовой микроскопии
(АСМ). По полученным АСМ изображениям отмечено изменение ориентации асфальтенов на подложке в
направлении действия поля.

1. Введение

Тепловые и электромагнитные методы нагре-
ва насыщенных углеводородных сред применяют-
ся для извлечения высоковязких нефтей и биту-
мов. Фильтрация такой нефти в пористой среде
сопровождается некоторым уменьшением расхода.
Это явление объясняется образованием на поверх-
ности поровых каналов адсорбционных слоев по-
лярных компонентов нефти, изменяющих молеку-
лярную природу твердой поверхности, и являю-
щихся базой для формирования граничных слоев
нефти, вязкость которых на порядок выше вязко-
сти нефти в объеме, а толщина в ряде случаев со-
измерима с радиусом поровых каналов. В резуль-
тате этого явления уменьшается сечение фильтра-
ционных каналов пористой среды и снижаются ее
проницаемость и нефтеотдача. При извлечении вы-
соковязких нефтей посредством тепловых методов
или же закачки растворителя основной упор дела-
ется на разрушение образовывающегося адсорбци-
онного слоя.

1Работа выполнена при поддержке Министерства образо-
вания и науки России (грант 11.G34.31.0040) и РФФИ (грант
11–01–97013).

Одним из тепловых методов является ВЧ ЭМ
воздействие на призабойную зону пласта (ПЗП),
позволяющее проводить направленную, мощную
тепловую ее обработку.

Целью данной работы являлось исследование
влияния ВЧ ЭМ поля на адсорбционные процессы
в насыщенных пористых средах.

2. Экспериментальные исследования

Для определения и оценки ВЧ ЭМ воздействия
на процесс адсорбции полярных углеводородов про-
водились эксперименты, осуществляемые под влия-
нием ВЧ ЭМ поля и, для сравнения, под действием
теплового нагрева. Необходимым условием прове-
дения такого сопоставительного эксперимента яв-
лялось соблюдение совершенно одинаковых пара-
метров (физические характеристики моделей, тем-
пература ВЧ и теплового нагрева и др.).

2.1. Постановка эксперимента

Модель пористой среды представляла собой
пластмассовый стаканчик диаметром 1 см, длиной
10 см, с небольшими отверстиями на дне для отгон-
ки нефти на центрифуге. В качестве наполнителя
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Рис. 1. Зависимость количества вышедшей неф-
ти после ВЧ ЭМ либо теплового воздей-
ствия от температуры нагрева для кварце-
вого песка фракции 0,2 мм (а) и фракции
0,6 мм (б)

модели использован кварцевый песок (фракции 0,2
и 0,6 мм) и силикагель, а в качестве насыщающей
жидкости — высоковязкая нефть.

Алгоритм проведения эксперимента состоял в
следующем: вначале насыщали образцы нефтью,
далее они отстаивались в течение суток для того
чтобы все полярные компоненты успели адсорби-
роваться. Затем образцы помещались в центрифугу
для извлечения свободной нефти, содержащейся в
моделях. Следующий этап эксперимента, который
включал в себя воздействие на пленочную нефть,
начинался ВЧ ЭМ или тепловым воздействием на
образцы, причем температуры нагрева для двух ви-
дов воздействия были одинаковыми. После нагрева
до определенной температуры пленочный слой от-
гонялся из образцов на центрифуге, и измерялось
количество вышедшей нефти. Третий этап заклю-
чался в воздействии на адсорбированную нефть,
который заканчивался полным экстрагированием
адсорбированной нефти растворителем и опреде-
лением количества вышедшей из образцов смеси
растворителя и нефти. Количество нефти, вышед-
шей из образцов, определялось колориметрическим
спектрофотометром.

Рис. 2. Количество вышедшей нефти из образцов
по отношению к первоначальной насыщен-
ности, %

2.2. Результаты эксперимента

На первом этапе в случае с кварцевым песком
фракции 0,2 мм центрифугирование не дало отде-
ления свободной нефти, а из модели с кварцевым
песком фракции 0,6 мм выделилось 0,21 мл нефти.

На втором этапе в образцах с кварцевым пес-
ком фракции 0,2 мм значение вышедшей пленочной
нефти при ВЧ ЭМ воздействии в 2 раза больше ко-
личества нефти, вышедшей при тепловом нагреве
(рис. 1(a)).

Это означает, что при ВЧ ЭМ воздействии кро-
ме теплового действия проявляются дополнитель-
ные (пондеромоторные) силы, которые изменяют
структуру нефти. В случае с кварцевым песком
фракции 0,6 мм такое количественное различие за-
метно меньше. Чем меньше диаметр частиц, тем
больше удельная поверхность породы и, следова-
тельно, количество адсорбированных частиц боль-
ше. Этим и объясняется то, что количество вы-
шедшей нефти больше в тех образцах, где крупнее
фракция песка.

На третьем этапе воздействовали на адсорби-
рованный слой, посредством полного экстрагирова-
ния растворителем. Можно отметить, что в образ-
цах с кварцевым песком фракции 0,2 мм (рис. 2)
вышло значительно больше нефти, чем в образцах
с кварцевым песком 0,6 мм (в образцах после ВЧ
ЭМ воздействия количество вышедшей нефти боль-
ше, чем в образцах после теплового нагрева). Здесь
следует, однако, учесть, что у образцов с крупной
фракцией песка и само количество адсорбирован-
ной нефти было значительно меньше, так как часть
ее находилась в свободном состоянии и была отде-
лена на центрифуге.
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3. Математическое моделирование

Было проведено также теоретическое исследо-
вание влияния ВЧ ЭМП на процессы фильтрации
углеводородных систем, содержащих поверхностно-
активные компоненты, которые по мере движения
в пористой среде адсорбируются на ее поверхно-
сти. Для этого произведено математическое моде-
лирование трех вариантов осуществления процес-
са фильтрации в пористой среде: при воздействии
ВЧ ЭМ полем, тепловом прогреве и без внешнего
воздействия. Основным уравнением, описывающим
рассматриваемые процессы фильтрации в пористой
среде, является уравнение конвективной диффу-
зии относительно изменяющейся во времени и про-
странстве массовой концентрации адсорбирующих-
ся компонентов нефти C в поровом объеме и их кон-
центрации на поверхности породы a (задача одно-
мерная):

∂a

∂t
+m

∂C

∂t
+ ν

∂C

∂x
= D

∂2C

∂x2
+D(αT +αET )

∂2T

∂x2
. (1)

Здесь m — пористость среды; D — коэффициент
диффузии; αT — параметр термодиффузии; αET —
параметр термодиффузии электромагнитного про-
исхождения; T — температура среды.

Скорость фильтрации ν определяется из зако-
на Дарси:

ν = −k
µ

∂P

∂x
, (2)

а распределение давления P и температуры T —
из уравнений пьезопроводности и теплопроводно-
сти, соответственно:

∂P

∂t
=

k

mβf + βs

∂

∂x

(
1

µ

∂P

∂x

)
, (3)

cmρm
∂T

∂t
= λ

∂2T

∂x2
− νcfρf

∂T

∂x
+Q, (4)

в которых λ — коэффициент теплопроводности на-
сыщенной пористой среды; βf , βs — коэффициен-
ты сжимаемости соответственно флюида и скелета
породы; cm, ρm — коэффициенты удельной тепло-
емкости и плотности насыщенной пористой среды;
k — проницаемость; Q — распределенные источни-
ки тепла, возникающие в среде вследствие поглоще-
ния энергии ВЧ ЭМП; cf , ρf , µ — соответственно
удельная теплоемкость, плотность и динамическая
вязкость флюида.

Выражение для распределенных источников
тепла в случая ВЧ ЭМ воздействия на среду за-
писывается в виде:

Q =
1

2
ωε0ε

′

tg δ|E|2, (5)

Рис. 3. Распределение концентрации адсорби-
рованной нефти без внешнего воздей-
ствия (1), при тепловом прогреве (2) и при
воздействии ВЧ ЭМ полем (3) в различные
моменты времени

где ω = 2πf — круговая частота ЭМ поля; f —
циклическая частота поля; tg δ — тангенс угла ди-
электрических потерь среды.

Предполагается, что вязкость флюида зависит
от температуры и определяется из выражения:

µ = µ0 exp(−γ(T − T0)), (6)

где T0 — первоначальная температура; µ0 — вяз-
кость флюида при T = T0; γ — температурный ко-
эффициент.

Используем выражение для кинетики сорбции,
полученное в работе [5]:

∂a

∂t
= (βm + βem)×

×
[
c−aγ−1

0 exp

(
−(Qm +Qem)

R

(
1

T
− 1

T0

))]
.

(7)

Здесь βm — константа скорости сорбции; βem —
константа скорости сорбции электромагнитного
происхождения; γ0 — постоянная Генри; Qm +
Qem — теплота адсорбции, которая содержит и за-
висящую от ВЧ ЭМ воздействия часть; R — моляр-
ная газовая постоянная.

4. Анализ результатов

На рис. 3 приведено распределение адсорбиро-
ванной нефти при воздействии ВЧ ЭМ полем, теп-
ловом прогреве и без внешнего воздействия в раз-
ные моменты времени. Полученные кривые позво-
ляют наглядно убедиться в эффективности воздей-
ствия ВЧ ЭМ полем. Кроме того, воздействие поля
повлияло на время начала фильтрации.
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Рис. 4. Изображения агломератов асфальтенов,
выделенных из образцов нефти 1, получен-
ные с помощью АСМ до (а) и после ВЧ ЭМ
воздействия (б)

5. Исследования полярных компонен-
тов нефти с помощью СЗМ

Экспериментальные исследования влияния ВЧ
ЭМ поля на сорбционные процессы в пористых сре-
дах дали принципиально важный результат: чем
больше адсорбционный слой нефти на поверхности
пористой среды (т.е. чем мельче порода), тем значи-
тельнее проявляется «нетепловое» действие поля. В
некоторой степени это действие проявляется даже
на таком сильнейшем адсорбенте как силикагель.

По-видимому, единственным объяснением это-
му феномену является разрушающее действие поля
на полярные компоненты нефти. Особенный инте-
рес представляет изучение влияния поля на адсорб-
цию асфальтенов, т.к. именно они являются наибо-
лее высокомолекулярными полярными компонента-
ми нефти и обладают повышенной поверхностной
активностью. Исследования проводились с приме-
нением сканирующей атомно-силовой микроскопии
(АСМ) по методике, описанной в работе [7]. При
оптимальных условиях данная техника способна к
получению изображений, показывающих молеку-
лярное разрешение пленок Ленгмюра–Блоджетта
(ЛБ). Для приготовления ЛБ пленок применялись

Рис. 5. Изображения агломератов асфальтенов,
выделенных из образцов нефти 2, получен-
ные с помощью АСМ до (а) и после ВЧ ЭМ
воздействия (б)

асфальтены, выделенные из нефтей с месторожде-
ний Мортук (нефть 1) и Мешалкинское (нефть 2). В
качестве подложки, на которой образовывался мо-
нослой из асфальтенов, применялась слюда.

На рис. 4 и 5 показаны изображения агломера-
тов асфальтенов, полученных с помощью АСМ до
и после воздействия ВЧ ЭМ поля для нефтей 1 и 2
соответственно.

Изображения, полученные до и после влияния
поля, существенно различаются. По изображени-
ям частиц, полученным до обработки поля, мож-
но заметить упакованную структуру асфальтенов
на подложке. Причем, в первом случае (рис. 4) от-
мечается однородная структура слоя, а во втором
случае (рис. 5) заметны некоторые пики, что свиде-
тельствует об образовании полимолекулярного слоя
асфальтенов на подложке. После воздействия ВЧ
ЭМ полем на изображениях можно отметить скоп-
ление и некоторую ориентацию частиц. Полярные
частицы ориентируются на подложке в направле-
нии действия поля и их размещение на подложке
более упорядоченно, чем на изображениях, полу-
ченных до воздействия ВЧ ЭМ полем.
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6. Заключение

Приведенные в работе результаты эксперимен-
тальных и теоретических исследований показали,
что по сравнению с тепловым прогревом воздей-
ствие ВЧ ЭМП в значительной степени замедляет
процесс адсорбции. Это связано с тем, что при ВЧ
ЭМ излучении в рабочей среде наряду с распреде-
ленными источниками тепла возникает и силовое
действие поля (пондеромоторные, термомеханиче-
ские, термоэлектрические силы и т.д.), которое вли-
яет на процессы образования и разрушения струк-
тур полярных компонентов нефти. Воздействие по-
ля улучшает фильтрационные способности породы
и флюида, что обусловлено такими процессами, как
разрушение адсорбционного слоя, термодиффузия
и т.д.

Результаты исследований могут широко ис-
пользоваться при обосновании принципиально но-
вых наукоемких технологий применения воздей-
ствия электромагнитных полей, в частности, в про-
цессах добычи нефти с учетом адсорбционного вза-
имодействия.
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В работе представлены результаты по ускорению моделирования методами молекулярной динамики при по-
мощи графических процессоров (GPU). Рассматривалась полярная жидкость на примере воды. Межмолеку-
лярное взаимодействие осуществлялось на основе потенциала Кулона и обрезанного потенциала Леннарда–
Джонса. Проведены вычислительные эксперименты по ускорению и производительности.

1. Введение

Задачи динамики дисперсных систем в микро-
и наномасштабе возникают во многих отраслях на-
уки и промышленности: механической, химической,
нефтяной, экологической и др. Экспериментальные
исследования процессов, происходящих на микро- и
наноуровнях, сильно затруднены тем фактом, что
размеры исследуемых элементов и структур зача-
стую оказываются на порядок меньше размеров
длины волны видимого света. Это означает, что
фиксация происходящих процессов либо достаточ-
но сложна и требует сложного дорогостоящего обо-
рудования, либо просто невозможна, так как корот-
коволновое рентгеновское и гамма излучения ха-
рактеризуются высокой энергией квантов излуче-
ния, то есть их использование может в значитель-
ной степени искажать реальную картину наблюда-
емых процессов.

Теоретические исследования в этой области
ограничены применимостью классических конти-
нуальных моделей многофазных систем, и актуаль-
ность приобретают кинетические модели, использу-
емые в методах молекулярной динамики.

На фоне описанных сложностей вычислитель-
ный эксперимент при помощи методов молекуляр-
ной динамики, позволяющий описывать и измерять
мельчайшие детали, становится незаменимым.

Однако и при проведении вычислительного
эксперимента имеется ряд проблем, которые связа-
ны с тем, что при достаточно подробном матема-

1Работа выполнена при поддержке Министерства образо-
вания и науки РФ (грант 11.G34.31.0040).

тическом описании проблемы, учитывающем мно-
гомерность и многопараметричность, а также с ис-
пользованием при моделировании большого числа
частиц, серьезно возрастают требования к произво-
дительности как используемого программного ко-
да, так и вычислительной системы в целом.

Существует два пути для уменьшения необ-
ходимого времени для проведения вычислительно-
го эксперимента: использование других алгоритмов
и реализация на высокопроизводительном обору-
довании. Первый заключается в снижении вычис-
лительной сложности используемых алгоритмов.
Так сложность прямого алгоритма пропорциональ-
на числу всех парных взаимодействий в системе
размера N и равна O(N2), то есть время выпол-
нения данного алгоритма возрастает квадратично
с ростом размера системы. Использование алго-
ритмов, которые имеют меньшую вычислительную
сложность, является задачей чрезвычайно важной
и актуальной.

Наряду с использованием алгоритмов с низкой
вычислительной сложностью существует еще одно
направление повышения производительности вы-
числений — использование высокопроизводитель-
ных вычислительных систем. В настоящее время
наиболее эффективными для задач динамики мно-
гих тел являются гетерогенные системы, представ-
ляющие собой вычислительные кластеры, узлы ко-
торых содержат как CPU (центральный процес-
сор), так и GPU (графический процессор). Одна-
ко эффективное использование описанных вычис-
лительных систем требует как значительной моди-
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Рис. 1. Схематическое представление модели
TIP4P

Рис. 2. Дальнее (слева) и ближнее (справа) взаи-
модействия

фикации существующих алгоритмов, так и разра-
ботки новых.

Таким образом, проведение исследований про-
цессов динамики дисперсных систем, происходя-
щих на микро- и наноуровнях, требует реализации
молекулярно-динамических моделей с использова-
ние гетерогенных вычислительных систем.

2. Математическая модель

Для моделирования воды, которая представля-
ет собой полярную жидкость, использовалась мо-
дель TIP4P (рис. 1) [1]. Эта модель описывает во-
ду как жесткую молекулу и является расширени-
ем традиционной трехточечной модели TIP3P пу-
тем добавления дополнительного безмассового уз-
ла, в котором располагается заряд кислорода. Этот
узел располагается на фиксированном расстоянии
от атома кислорода на биссектрисе угла HOH. Та-
кое расположение атомов, узлов, масс и зарядов
позволяет корректно моделировать электростати-
ческое поле вокруг молекулы и воспроизводить экс-
периментально установленные свойства воды.

Так как молекула воды полагается жесткой, то
внутри молекулы атомы не взаимодействуют. Так-
же эта модель воды полагается только на нехими-
ческое взаимодействие атомов, а именно на дальнее
(Кулоновское) и ближнее (Леннард–Джонсовское)
взаимодействия. Потенциал, описывающий взаимо-
действие между атомами i и j различных молекул,
описывается формулой

Uij = UCoulomb

ij + ULJtrunc(rij), (1)

Первое слагаемое (1) представляет собой элек-
тростатическое взаимодействие и описывается при

помощи потенциала Кулона:

UCoulomb

ij =
kcqiqj
rij

,

где kc — электростатическая константа; q — элек-
трический заряд; rij — расстояние между атомами
i и j.

Второе слагаемое в формуле (1) описывает
Леннард–Джонсовское взаимодействие. Для уско-
рения расчетов потенциал Леннарда–Джонса обры-
вается на расстоянии rc = 2, 5σ. И, чтобы избежать
нефизичной ситуации, такой, что при пересечении
сферы радиуса rc какой-то молекулой энергия си-
стемы меняется скачкообразно, потенциал сдвига-
ется, чтобы выполнялось условие ULJtrunc(rc) = 0.
Таким образом обрезанный потенциал Леннарда–
Джонса принимает следующий вид

ULJtrunc(r) =

{
ULJ(r) − ULJ(rc), r 6 rc ,

0, r > rc .

Сам потенциал Леннарда–Джонса имеет вид

ULJ(r) = 4ε

[(σ
r

)12

−
(σ
r

)6
]
,

где r — расстояние между частицами; ε — глубина
потенциальной ямы; σ — расстояние, на котором
энергия взаимодействия становится равной нулю.

Потенциал Кулона применяется при расчете
взаимодействия между атомами водорода H и до-
полнительным узлом M , а потенциал Леннарда–
Джонса для расчета взаимодействия между атома-
ми кислорода O (см. рис. 2).

Кинетические уравнения движения атомов сле-
дуют из второго закона Ньютона:

mr̈i = fi =

N∑

j=1
(j 6=i)

fij,

где fij = −∇Uij .
Макроскопические параметры (температура,

давление, плотность среды и др.) могут быть
получены, исходя из положений молекулярно-
кинетической теории.

3. Численное моделирование

Для интегрирования уравнений движения ис-
пользуется численная схема — метод предиктор–
корректор (Adams–Bashforth–Moulton), который
имеет вид

x(t + h) = x(t) + hẋ(t) + h2
k+1∑

i=1

αif(t+ [l − i]h),

hẋ(t+ h) = x(t+ h) − x(t) + h2
k+1∑

i=1

βif(t+ [l − i]h),
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где x — координаты атома; t — текущий временной
шаг; h — шаг по времени; k — показатель глубины
схемы по временным шагам; αi, βi, l — коэффици-
енты схемы для определенного k и шага (предиктор
или корректор). Метод заключается в первоначаль-
ном вычислении значений координат и скоростей и
их последующей корректировке. Данная схема име-
ет локальную ошибку порядка O(hk+1).

Аналогично описанному выше двухэтапному
методу вычисления поступательного движения мо-
лекул, вычисляется и их вращение. В этом случае
в качестве координат частиц выступают кватерни-
оны.

В качестве граничных условий использовались
периодические граничные условия. В качестве на-
чальных условий молекулы равномерно распреде-
лялись по кубу. Количество молекул выбиралось
исходя из размеров куба и заданной плотности.

4. Методы ускорения

Для проведения физически достоверных рас-
четов необходимо использование большого числа
молекул. В общем, для проведения расчетов требу-
ется O(N2) операций, где N — число частиц (ато-
мов). Ускорить расчет ближнего взаимодействия
позволяет схема обрезания с использованием спис-
ка соседей или специализированной структуры дан-
ных, которая позволяет снизить число операций до
порядка O(N). Учитывая быстро убывающую при-
роду 1/r6, эта схема удовлетворительна для потен-
циала Леннарда–Джонса.

Но использование схемы обрезания для расчета
потенциала Кулона ведет к значительной нелиней-
ности, так как величина потенциала убывает про-
порционально 1/r. Как результат, метод обрезания
не подходит для расчета дальнодействующих взаи-
модействий и неэффективен для их моделирования.

Ускорение расчета дальнодействующих взаи-
модействий было достигнуто путем использова-
ния GPU. Реализация расчета ближних взаимодей-
ствий на GPU также позволяет значительно уско-
рить вычисления.

4.1. Структура данных

Использование структуры данных позволяет
снизить вычислительную сложность всего алго-
ритма расчета ближнего взаимодействия с O(N2)
до O(NM), где N — общее число частиц; M —
среднее число частиц в соседних боксах. Постро-
ение структуры данных основано на использова-
нии гистограммы распределения частиц по боксам
и bucket–сортировке частиц [2]. Вычислительная
сложность алгоритма построения структуры дан-
ных равна O(N). Таким образом, общая вычис-
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Рис. 3. Время генерации структуры данных в зави-
симости от числа частиц

лительная сложность снижается при оптимальном
подборе числа боксов для данного N .

5. Результаты

Тестовые расчеты проводились на вычисли-
тельной системе с CPU Intel Xeon 5660, 2.8GHz,
GPU NVidia Tesla C2075, операционной системой
Linux 64bit, компиляторами GCC v.4.4, CUDA v.4.0.
Расчеты проводились для чисел с плавающей точ-
кой двойной точности. Размер блока при проведе-
нии расчетов выбирался исходя из оптимальности
и, начиная с некоторого числа частиц, равнялся 256
потокам на блок. В качестве начального условия
использовалось равномерное распределение частиц
по моделируемой области.

На рис. 3 показано время генерации структуры
данных на CPU и на GPU в зависимости от числа
частиц для двух максимальных уровней структуры
данных (Lmax = 4 и Lmax = 6). Ускорение, благо-
даря использованию GPU, составляет порядка 40
раз.

На рис. 4 показано время необходимое для рас-
чета обрезанного потенциала Леннарда–Джонса.
Реализация brute–force метода на GPU позволяет
достичь ускорения порядка 300 по сравнению с ре-
ализацией на CPU. Использование структуры дан-
ных позволяет снизить вычислительную сложность
с O(N2) до O(N). Однако, если не увеличивать мак-
симальный уровень структуры данных ((Lmax) с
ростом числа частиц, то график перестает расти
линейно и начинает стремиться к квадратичному
росту в связи со значительным увеличением чис-
ла частиц в каждом боксе структуры данных, что
можно наблюдать на рисунке в виде прерывистой
линии ((Lmax = 4). Выбор максимального уров-
ня структуры данных основан на оптимальном со-
отношении между временем генерации структуры
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Рис. 5. Время расчета дальнего взаимодействия в
зависимости от числа частиц

данных и временем расчета потенциала Леннарда–
Джонса. Ввиду того, что ускорение на GPU генера-
ции структуры данных меньше ускорения расчета
потенциала Леннарда–Джонса, реализация расче-
та потенциала Леннарда–Джонса с использованием
структуры данных на GPU уменьшает необходимое
для расчетов время в 40 раз.

На рис. 5 показано время расчета потенциала
Кулона на CPU и на GPU. Использование GPU поз-
воляет ускорить расчет почти в 200 раз.

6. Заключение

Использование GPU позволяет значительно
ускорить расчеты, в которых необходимо прово-
дить ряд одинаковых операций над массивом дан-
ных, и сделать возможным проведение моделиро-
вания больших систем на персональных суперком-
пьютерных станциях, оснащенных GPU. GPU уско-
ряет генерацию структуры данных в 40 раз, расчет

потенциала Леннарда–Джонса — в 300 раз и рас-
чет потенциала Кулона — в 200 раз. Использование
структуры данных для расчета обрезанного потен-
циала Леннарда–Джонса позволяет снизить вычис-
лительную сложность с O(N2) до O(N).

Дальнейшим этапом является применение ал-
горитмических методов ускорения расчета потен-
циала Кулона. Одним из таких методов являет-
ся быстрый метод мультиполей (Fast Multipole
Method, FMM), который позволяет снизить вычис-
лительную сложность расчета дальнодействующих
взаимодействий с O(N2) до O(N).
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Моделирование осаждения мелкодисперсной среды

под воздействием волн давления
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Записана математическая модель дисперсной системы газ–твердые частицы при прохождении волн давле-
ния. Дисперсные частицы способны к коагуляции с ростом концентрации. На дисперсные частицы действу-
ют силы Стокса со стороны дисперсионной среды и сила тяжести. Приведены результаты вычислительного
моделирования процессов осаждения дисперсной взвеси. Показано, что одним из механизмов осаждения
взвесей может быть коагуляция частиц при прохождении волн давления.

1. Введение

Дисперсной системой называют особое соеди-
нение двух или более фаз, когда одна из фаз образу-
ет непрерывную дисперсионную среду, в объеме ко-
торой распределена дисперсная фаза (или несколь-
ко дисперсных фаз) в виде мелких кристаллов,
твердых аморфных частиц, капель или пузырьков.
Системы с газообразной дисперсионной средой иг-
рают важную роль в природе, быту и производ-
ственной деятельности человека. Природными ис-
точниками таких смесей являются землетрясения,
извержения вулканов, метеоритная и космическая
пыль, туман. Источниками техногенных дисперс-
ных систем могут быть аварии, выбросы предпри-
ятий (в том числе вредные), пожары, нефтяная и
газовая промышленности.

Нередко возникает необходимость в создании
эффективной защиты помещений и открытых про-
странств от распыленных частиц вредных веществ.
Одним из способов, позволяющих решить постав-
ленную задачу, является использование акустиче-
ского поля для осаждения дисперсной взвеси [1].

Экспериментальное исследование осаждения
дисперсных сред и аэрозолей в закрытой трубе ак-
тивно ведется, в частности, в Институте механики и
машиностроения КазНЦ РАН [1,2]. В представлен-
ных работах описываются особенности нелинейных
колебаний аэрозоля в безударно-волновом режиме.

В нашей работе сделана попытка построения
математической модели и последующего численно-
го исследования процессов, связанных со страти-
фикацией дисперсной фазы при прохождении волн
давления в несущей газовой фазе.

2. Математическая модель

Нами рассматривалась двухфазная система
газ–дисперсная среда, где дисперсная среда задава-
лась гладкими сферическими частицами с неболь-
шой концентрацией. Механика системы была по-
строена на основе основных положений механики
сплошной среды [3]. Межфазное взаимодействие
описано осреднҷнной по пространству силой Сток-
са [4,5]. Кроме того, учтено влияние силы тяжести
на частицы дисперсной среды.

Математическая модель, описывающая движе-
ние двухфазной смеси газа и дисперсной среды,
при наличии коагуляции дисперсных частиц может
быть записана исходя из следующих предположе-
ний:

• гранулированная среда состоит из гладких
сферических частиц одинакового размера, для
которых выполняются предположения о мало-
сти частиц по сравнению с характерными ли-
нейными масштабами течений;

• время коагуляции пары частиц при их соударе-
нии пренебрежимо мало по сравнению со сред-
ним временем между столкновениями;

• после соединения частицы гранулированной
среды вновь образуют сферическую частицу с
вдвое бо́льшим объемом;

• воздействие газовой фазы на дисперсную опи-
сывается осредненной по пространству силой
Стокса;

• воздействие на газовую фазу со стороны дис-
персной при рассматриваемых концентрациях
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(α2 ≪ 1) достаточно мало и им можно прене-
бречь;

• на гранулированную среду действует осреднен-
ная по пространству сила тяжести.

С учетом этих предположений система уравнений
математической модели записывается в следующем
виде:

∂ρi
∂t

+ ∇ℓ · ρivℓi = 0 ,

ρi
∂vli
∂t

+ ρivi
∂vli
∂xℓ

= −αi∇ℓp+ ∇kτ
ℓk
i + ρig + F ℓji ,

где vℓi — ℓ-ая составляющая вектора скорости i-ой
фазы, в нашей модели принято, что i = 1 соот-
ветствует дисперсионной газовой фазе, а i = 2 —
гранулированной; ρi — эффективная плотность i-ой
фазы, связанная полной плотностью ρ0

i соотноше-
нием ρi = αiρ

0
i ; αi — объемная концентрация i-ой

фазы,
∑

i αi = 1; τ ℓki — тензор сдвиговых напряже-
ний i-ой фазы; p — давление; F ℓji — ℓ-ая составля-
ющая вектора силы межфазного взаимодействия,
действующего со стороны j-ой фазы на i-ую; g —
ускорение свободного падения.

В соответствии с введенными предположения-
ми, принимаем

ρ1g = 0, F ℓ21 = 0, τ ℓk2 = 0.

Рассмотрим подробнее силы, действующие на
частицу, движущуюся в дисперсионной среде. Это
силы трех категорий: внешние силы (сила тяже-
сти), силы сопротивления среды и силы взаимо-
действия между частицами. Последние, в случае
электрически нейтральных частиц, и при условии
α2 ≪ 1 достаточно малы, чтобы ими можно было
пренебречь.

Сила сопротивления среды описывается фор-
мулой Стокса:

Fst = 6πaµ(v1 − vp),

где a — радиус сферической частицы; µ — вязкость
дисперсионной среды; v1 — скорость дисперсион-
ной фазы; vp — скорость частицы.

Сила тяжести, действующая на частицу сфе-
рической формы:

F0
g =

4

3
πa3ρ0

2g.

Здесь ρ0
2 — плотность вещества дисперсной среды;

g — ускорение свободного падения.
Взаимодействие взвешенных частиц с колеблю-

щимся потоком газа приводит к нарушению их рав-
номерного распределения в пространстве, сближе-
нию друг с другом и дальнейшей коагуляции. В
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Рис. 1. Сравнительные величины силы Стокса Fst

при некоторой заданной разнице в скорости
между частицей и газом и силы тяжести
Fg, действующих на отдельную частицу, в
зависимости от радиуса частицы a

процессе коагуляции образуются частицы бо́льшего
размера, причем для упрощения модели мы счи-
таем, что каждая новая частица имеет удвоенную
массу, но при этом остается сферической.

При достижении радиусом частицы определен-
ного значения, величина силы тяжести начинает
превышать значение силы Стокса, как это показа-
но на рис. 1, что приведет к усиленному осаждению
дисперсной фазы.

Так как поведение дисперсной среды описыва-
ется с помощью континуальной модели, действие
внешних сил необходимо описывать в интегральной
форме.

Силу, действующую на дисперсную среду со
стороны дисперсионной фазы, можно записать в
виде:

F12 = ηµα1α2a
−2(v1 − v2),

где a — радиус частиц дисперсной фазы; ηµ —
структурный коэффициент, определяемый формой
и поверхностью частиц. Для случая гладких сфер

ηµ =
9

2
µ1.

Аналогичным образом записывается сила тя-
жести, действующая на дисперсную фазу:

Fg = α2ρ
0
2g.

Для моделирования коагуляции вводится по-
нятие эффективного радиуса ã. Начальная концен-
трация равна α0, при этом все частицы имеют ради-
ус ã0 = a. При увеличении концентрации частицы
начинают коагулировать и при достижении некото-
рого значения ξα0 достигаем максимума коагуля-
ции исходных частиц, когда все частицы считают-
ся соединенными попарно. Новые частицы имеют
радиус ã1 = 21/3a. При достижении концентрации



82 Труды Института механики УНЦ РАН, 2012. Выпуск 9, ч II.

5

10

15

20

25

30

35

0 20 40 60 80 100 120

a
,

1
0
−

6
м

α, 10−3

Рис. 2. Зависимость эффективного радиуса ã ча-
стиц гранулированной фазы от концентра-
ции α2; треугольниками обозначены значе-
ния размеров дисперсных частиц при за-
данных αi

ξ2α0 мы будем иметь частицы с эффективным ра-
диусом ã2 = 22/3a и т.д. Таким образом, имеется
следующая зависимость:

αi = ξiα0 ⇒ ãi = 2i/3a.

Другими словами, эффективный радиус является
функцией концентрации:

ã = f(α).

Графическое представление данной функции пока-
зано на рис. 2.

3. Численный метод

Уравнения модели решаются численно с ис-
пользованием метода крупных частиц [6]. Выбор
данного метода определяется его консервативно-
стью и устойчивостью при решении задач со сла-
быми ударными волнами.

Основная идея метода крупных частиц заклю-
чается в расщеплении по физическим процессам си-
стемы уравнений, записанной в форме законов со-
хранения. Среда моделируется системой из круп-
ных частиц, совпадающих в рассматриваемый мо-
мент времени с ячейкой эйлеровой сетки. Расчет
каждого временного шага разбивается на три эта-
па.

Эйлеров этап, на котором пренебрегаем всеми эф-
фектами, связанными с перемещением элемен-
тарной ячейки (потока массы через грани-
цы ячеек нет), и учитываем эффекты ускоре-
ния жидкости лишь за счет давления; здесь
для крупной частицы определяются промежу-
точные значения искомых параметров потока
(ũ, ṽ, Ẽ).

Лагранжев этап, во время которого вычисляют-
ся потоки физических величин через границы
ячеек.

Заключительный этап для определения в новый
момент времени окончательных значений гид-
родинамических параметров потока (u, v, E, ρ)
на основе законов сохранения массы, импульса
и энергии для каждой ячейки и всей системы
в целом на фиксированной расчетной сетке.

Разностная схема для расчета течения двух-
фазных сред является модификацией схемы для
расчета течения однофазного газа, приведенной вы-
ше. Изменяется заключительный этап. В новой схе-
ме добавляются концентрация и силы межфазного
взаимодействия. Для рассматриваемой задачи бы-
ла принята модель с общим давлением: p1 = p2 = p.
В силу того, что α2 ≪ α1, давление газа является
определяющим, оно и принимается в качестве об-
щего давления системы. Концентрации газа и дис-
персных частиц рассчитываются для каждой ячей-
ки. Также были добавлены функция пересчета кон-
центрации фаз системы и функция, вычисляющая
значение силы Стокса.

4. Результаты

4.1. Моделирование процесса осаждения

Описанные математическая модель и числен-
ный метод были использованы для решения постав-
ленной задачи об осаждении дисперсной фазы при
прохождении через среду волн давления.

Расчетная область представляет собой закры-
тую с одного конца трубу прямоугольного сече-
ния. В качестве граничных условий на боковых и
верхней границах используется условие прилипа-
ния (стенка). На нижней границе ставится условие
периодического изменения давления (акустическое
воздействие).

На рис. 3–6 показаны результаты моделирова-
ния осаждения дисперсной среды при прохождении
волн давления. Приведенные результаты были по-
лучены при следующих параметрах рассматривае-
мой системы:

• исходный размер дисперсных частиц a = 10−5;

• исходная объҷмная концентрация дисперсной
среды α = 0.01;

• исходная плотность газовой фазы ρ0
1 = 1 кг/м3;

• плотность дисперсной фазы ρ0
2 = 1000 кг/м3;

• вязкость газовой фазы газ µ = 10−5 П;
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Рис. 3. Изменение концентрации дисперсной фазы
α2 с течением времени

• геометрические размеры системы 1 × 0.15 ×
0.15 м3.

На рис. 3 показано продольное распределение
концентрации дисперсной фазы в некоторые мо-
менты времени. Здесь показано, что в начальный
момент времени мы имеем равномерно распреде-
ленную по области концентрацию дисперсной сре-
ды. Под действием непрерывно проходящих волн
давления равномерное распределение нарушается
и концентрация дисперсной фазы начинает увели-
чиваться вблизи дальнего, закрытого конца обла-
сти (рис. 4).

Одновременно с ростом концентрации проис-
ходит также и рост размеров частиц, в результате
чего они, под действием силы тяжести, начинают
смещаться вниз, повышая концентрацию в ниже-
лежащих слоях и ускоряя этот процесс. В итоге, в
некоторый момент времени, приблизительно посре-
ди расчетной области образуется небольшой слой
с концентрацией, почти на порядок превосходящей
начальную, как это показано на рис. 5. Этот слой
состоит из бо́льшей части ранее находящейся выше
него дисперсной фазы.

На рис. 6 показан заключительный этап оса-
ждения дисперсной фазы. Образовавшийся на
предыдущем этапе слой высокой концентрации на-
чинает с заметной скоростью оседать, собирая по
пути и те дисперсные частицы, которые находятся
ниже. Этот процесс происходит достаточно быстро
и в ходе него наблюдается «размывание» концен-
трации дисперсной среды, вызванное, по-видимому,
волнами давления, наиболее энергичными вблизи
их источника — нижней границы области.

Из полученных результатов можно сделать вы-
вод, что процесс осаждения состоит из двух, срав-
нимых по длительности, этапов. На первом этапе
происходит постепенное выведение дисперсной сре-
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ной фазы ᾱ2 в расчетной области с тече-
нием времени

ды из положения равновесия под действием про-
ходящих волн давления. После того, как в резуль-
тате перераспределения концентрации дисперсной
среды образовалась область с достаточно замет-
но повышенной концентрацией, начинается второй
этап — собственно осаждение дисперсной среды.

Как было показано выше, второй этап процес-
са вначале приводит к образованию слоя с высокой
концентрацией дисперсных частиц, после чего дан-
ный слой достаточно быстро опускается вниз, вби-
рая в себя все встреченные дисперсные частицы.

Данный двухэтапный процесс можно наблю-
дать и на рис. 7 где показана кривая изменения
средней концентрации дисперсной фазы ᾱ2. На
этой кривой мы видим два перегиба: слабо выра-
женный в момент времени t ≈ 40 с и резкий при
t ≈ 80 с. При этом первый перегиб как раз и раз-
деляет этап начального перераспределения концен-
трации и этап последующего осаждения. Второй пе-
региб образуется, когда в процессе осаждения об-
ласть повышенной концентрации достигает нижней
границы, и дисперсная среда начинает активно вы-
водится из расчетной области.

4.2. Сравнение с экспериментом

На рис. 8 приведены результаты сравнения
данных, полученных из эксперимента [2] с расче-
тами, в которых основной упор делался на эмпири-
ческое получение используемого в модели коэффи-
циента коагуляции ξ.

На приведенных графиках сравниваются вре-
мена осаждения дисперсной фазы в зависимости от
частоты и амплитуды волны давления, генерируе-
мой на нижней границе области.

Соответствие с экспериментальными данными
достигается при следующих параметрах вычисли-
тельного эксперимента:
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Рис. 8. Время осаждения дисперсной фазы в за-
висимости от амплитуды волны давления
при различных частотах в эксперименте [2]
(квадраты) и полученные из расчета (ли-
ния): на верхнем графике ω = 158 Гц; на
нижнем — ω = 160.66 Гц

• исходный размер дисперсных частицы a0 =
0.83 · 10−6 м, их плотность ρ0

2 = 557 кг/м3 и
начальная концентрация α = 0.073;

• плотность и вязкость газовой фазы: ρ0
1 =

2 кг/м3, µ = 1.97 · 10−4 Пз;

• размер расчетной области: длина 1 м, диаметр
0.03 м);

• коэффициент коагуляции ξ = 4.7.

Наблюдаемое расхождение между вычислен-
ными и экспериментальными параметрами может
быть объяснено в том числе и используемыми в мо-
дели упрощающими предположениями. В частно-
сти, предположение о том, что отдельная частица
дисперсной среды всегда представляет собой сфе-
ру, независимо от того, сколько исходных частиц
ее образовали. При таком подходе сохраняется воз-
можность использования силы Стокса для вычис-
ления межфазного взаимодействия на всех этапах,
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однако, тем самым модель занижает влияние несу-
щей фазы на дисперсную. По-видимому, это одна
из причин, по которой скорость осаждения дисперс-
ной среды в расчетах оказывается выше, чем в экс-
перименте.

5. Заключение

В представленной работе показано, что извест-
ный из экспериментальных работ процесс осажде-
ния дисперсной фазы под воздействием волн дав-
ления, может быть описан в рамках модели конку-
ренции силы тяжести и силы межфазного взаимо-
действия, когда возможна коагуляция частиц дис-
персной среды.

Следует особо отметить, что даже в рамках
чрезвычайно простой модели оказалось возможно
получить достаточно хорошее соответствие с ре-
зультатами экспериментов.

Дальнейшая работа должна предусматривать
развитие модели путем включения в систему урав-
нений некоторого кинетического соотношения, опи-
сывающего процессы коагуляции и диссоциации
дисперсных частиц. Также необходимо учесть, что
после коагуляции частицы становятся несфериче-
скими, поэтому выражение для сил межфазного
взаимодействия не должно основываться только на
силе Стокса.
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Влияние режимов конвекции на полимеразную

цепную реакцию в квадратной полости1
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Числено исследуется влияние различных режимов свободно–конвективного теплообмена ньютоновской
несжимаемой жидкости на полимеразную цепную реакцию в квадратной полости. В качестве математи-
ческой модели процесса свободной конвекции рассматривается приближение Обербека–Буссинеска. Для по-
лимеразной цепной реакции применяются уравнения переноса вещества, учитывающие физико-химические
взаимодействия компонент смеси. Полагалось, что смесь состоит из трех компонент. Результаты расчетов
позволяют оценить влияние режимов течений конвекции на общую продолжительность проведения реакции
и поля концентраций компонент, а также выявить оптимальные тепловые параметры для ПЦР.

1. Введение

Полимеразная цепная реакция (ПЦР) — экспе-
риментальный метод молекулярной биологии, поз-
воляющий добиться значительного увеличения ма-
лых концентраций определенных фрагментов нук-
леиновой кислоты (ДНК) в биологическом мате-
риале (пробе). Также ПЦР позволяет производить
множество других манипуляций с ДНК: введение
мутаций, сращивание фрагментов ДНК, что ши-
роко используется в биологической и медицинской
практике, например, для диагностики заболеваний,
для установления отцовства, для клонирования и
выделения новых генов. При проведении ПЦР вы-
полняется несколько циклов, каждый из которых
состоит из трех стадий: денатурация — сильный на-
грев, разрушение водородных связей двойных це-
пей ДНК; отжиг — охлаждение смеси, связывание
специальных ферментов (праймеров) с разделенны-
ми цепями ДНК; элонгация — образование двух но-
вых копий исходных ДНК, данная стадия происхо-
дит при некоторой средней между денатурацией и
отжигом температуре. ПЦР проводят в амплифи-
каторе — приборе, обеспечивающем периодическое
охлаждение и нагревание пробирок с исходной сме-
сью (пробой), содержащей малое количество ДНК.
Ввиду того, что свободно конвективный теплооб-
мен может обеспечить массоперенос смеси в поло-
сти, стенки которой поддерживаются при темпера-

1Работа выполнена при финансовой поддержке Програм-
мы № 15 ОЭММПУ РАН и гранта Президента РФ по го-
сударственной поддержке ведущих научных школ (НШ-
834.2012.1).

турах денатурации и отжига, и где, следовательно,
существует область с температурой благоприятной
для элонгации, то цикл ПЦР будет выполняться по-
средством свободной конвекции, а не периодическо-
го нагрева. Это обстоятельство, в свою очередь, мо-
жет оказать воздействие на скорость реакции ПЦР.
Целью данной работы является исследование вли-
яния параметров свободно конвективного теплооб-
мена на успешность выполнения ПЦР и достижение
условий, аналогичных условиям в амплификаторе.

2. Постановка задачи

Пусть исходная смесь состоит из трех компо-
нент, обозначим через c1 — концентрацию одноце-
почных ДНК, c2 — двухцепочных и c3 — отожжен-
ных. Положим, что различные элементы ДНК пре-
образуются вследствие реакций первого порядка [1,
2]:

[c2]→2 · [c1]→2 · [c3]→2 · [c2].
Пренебрежем любыми воздействиями поверх-

ностей на кинетику реакции. Предположим, что
диффузия всех разновидностей ДНК характеризу-
ется постоянным коэффициентом диффузии — D,
тогда для концентраций компонент ДНК можно за-
писать следующие безразмерные уравнения:

∂ci
∂t

+ ~v · ∇ci =
1

Pe
△ci + Da · ri, (1)

где ci, (i = 1..3) — концентрации соответствующих
ДНК; ~v — вектор скорости жидкости; ri — источ-
никовые члены:

r1 = 2kdfdc2 − kafac1, r3 = kafac1 − kefec3,
r2 = kefec3 − kdfdc2,
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где ka, ke, kd — безразмерные скорости реакции от-
жига, элонгации и денатурации соответственно; fa,
fe, fd — интенсивности соответствующих реакций.

Безразмерные параметры:

Pe =
ν

D
, Da =

kL2

ν
— число Пекле и конвективное число Дамкелера
соответственно, где ν — кинематическая вязкость
жидкости; k —характерная скорость реакции.

Предполагалось, что интенсивности реакций
fi, (i = 1..3) являются функциями нормального рас-
пределения по температуре:

fi = exp

[
− (θ − θ∗i)

2

2σ2
i

]
,

где θ =
T − T ∗

△T — безразмерная температура; T ∗ —

некоторая средняя температура; ∆T — перепад
температуры в полости; θ∗i — благоприятная тем-
пература для i-ой реакции и σi — допустимое от-
клонение температуры для i-ой реакции.

В качестве модели тепломассопереноса исполь-
зовались уравнения свободной конвекции вязкой
несжимаемой жидкости в приближении Обербека–
Буссинеска [3, 4], которые в безразмерном виде
можно записать следующим образом:

div~v = 0, (2)
∂~v

∂t
+ ~v · ∇~v = −∇p+ △~v + Gr · θ · ~g|~g| , (3)

∂θ

∂t
+ ~v · ∇θ =

1

Pr
△θ, (4)

где p — безразмерное отклонение от гидростатиче-

ского давления; Gr =
gL3β∆T

ν2
— число Грасгофа;

Pr =
ν

χ
— число Прандтля; ~g– вектор ускорение сво-

бодного падения; L — характерный размер полости;
β — коэффициент температурного расширения; χ—
коэффициент температуропроводности.

Рассмотрим процесс изменения концентраций
ДНК с течением времени при свободно конвектив-
ном теплообмене в квадратной полости со сторо-
ной L. Предполагалось, что нижняя граница по-
лости поддерживается при температуре денатура-
ции, а верхняя — при температуре отжига, боковые
стенки считались теплоизолированными. Для ком-
понент вектора скорости на границах использова-
лись условия прилипания, для концентраций ком-
понент смеси — условия отсутствия потока через
границы полости.

3. Параметры задачи

Все вычисления производились на равномер-
ной сетке 55 × 55 узлов с безразмерным шагом ин-
тегрирования по времени δt = 10−4. В качестве ис-
ходной смеси использовалась вода (Pr = 2) с ма-
лой концентрацией двухцепочных ДНК: c2 = c0,

c1 = c3 = 0. В начальный момент полагалось,
что жидкость находится в равновесии. Для моде-
ли выбраны следующие параметры: оптимальная
температура денатурации равна 95◦ C, отклонение
85 − 95◦ C, отжига 55◦ C, отклонение 55 − 60◦ C,
элонгации — 72 ± 2◦C. Константы скоростей хи-
мических реакций определяются из тех соображе-
ний, что реакция элонгации проходит вдвое медлен-
нее реакций отжига и денатурации ka = kd = 1 и
ke = 0.5. Для изучения влияния режимов свободно
конвективного теплообмена на ПЦР варьировались
числа Грасгофа, для исследования влияния диф-
фузии и скорости течения реакции числа Пекле и
Дамкелера соответственно.

4. Результаты моделирования

Уравнения для концентраций (1) и система
уравнений свободной конвекции (2)–(4) численно
интегрировались методом контрольного объема [5,
6], для исключения давления из уравнений движе-
ния применялась процедура «simple». Выбор этого
численного метода обусловлен, прежде всего, тем,
что он является неявным, консервативным и про-
стым в реализации.

На рис. 1 представлены линии тока и поле тем-
пературы (слева) и поле концентрации двухцепоч-
ных ДНК c2 (справа) для числа Грасгофа Gr =
3000, в момент времени t = 100 безразмерных се-
кунд. Из рис. 1 видно, что реализуется режим тече-
ния с преимущественно одним вихрем в центре по-
лости, и наибольшая концентрация двухцепочных
ДНК оказывается внутри этого вихря, то есть, бла-
гоприятная температура для элонгации оказывает-
ся внутри свободно конвективного вихря.

На рис. 2 приведены линии тока и поле тем-
пературы (слева) и поле концентрации c2 (справа),
для числа Грасгофа Gr = 15000, в момент време-
ни t = 100 безразмерных секунд. Из рис. 2 легко
заметить, что реализуется режим течения с пре-
имущественными двумя симметричными вихрями
по отношению к вертикальной средней линии поло-
сти, наибольшая концентрация двухцепочных ДНК
оказывается внутри этих вихрей, отметим также,
что величина максимальной концентрации на поря-
док выше, чем для случая при Gr = 3000. Можно
сделать вывод, что поливихревой режим свободно-
конвективного течения более благоприятен для ре-
ализации ПЦР.

На рис. 3 показано изменение во времени сред-
ней концентрации двухцепочных ДНК в зависи-
мости от числа Дамкелера, можно увидеть, что с
увеличением числа Дамкелера реакция происходит
быстрее, так как становится выше характерная ско-
рость реакции.
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Рис. 1. Линии тока и поле температуры (слева) и поле концентрации c2 (справа), Gr = 3000, t = 100
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Рис. 3. Изменение во времени средней концентра-
ции двухцепочных ДНК в зависимости от
числа Дамкелера
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Рис. 4. Изменение во времени средней концентра-
ции двухцепочных ДНК в зависимости от
числа Пекле
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Рис. 5. Изменение во времени средней концентра-
ции двухцепочных ДНК в зависимости от
числа Грасгофа

На рис. 4 представлено изменение во времени
средней концентрации двухцепочных ДНК в зави-
симости от числа Пекле, заметно, что с увеличе-
нием числа Пекле реакция происходит медленнее,
что является следствием уменьшения коэффициен-
та диффузии.

Таким образом, как диффузионный, так и ки-
нетический механизмы в данной модели находят
свое отражение и играют важную роль.

На рис. 5 приведено изменение во времени
средней концентрации двухцепочных ДНК в зави-
симости от числа Грасгофа, видно, что при Gr =
15000 реакция ПЦР протекает быстрее, что под-
тверждает предположение о том, что поливехревой
режим более благоприятен для осуществления ре-
акции ПЦР.

5. Заключение

Произведено математическое моделирование
ПЦР при свободно конвективном теплообмене в
квадратной полости, подогреваемой снизу. Иссле-
довано влияние числа Пекле на ПЦР. Установле-
но, что при увеличении числа Пекле средняя кон-
центрация молекул ДНК увеличивается медленнее.
Изучено влияние числа Дамкелера на ПЦР. Об-
наружено, что при увеличении числа Дамкелера
средняя концентрация молекул ДНК увеличивает-
ся быстрее. Рассмотрено влияние режимов конвек-
ции на ПЦР. Показано, что наиболее благоприят-
ными режимами являются поливихревые режимы
течения.
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Исследование растекания капли воды по поверхности

металла методами молекулярной динамики1
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В статье представлены результаты моделирования методом молекулярной динамики для системы «вода–
металл–водяной пар». Проведена верификация метода путем сравнения численных результатов с экспери-
ментальными данными. Приведены результаты численного моделирования процесса растекания капли воды
по поверхности платины.

1. Введение

Явления, связанные с взаимодействием жидко-
сти, пара и твердого тела, а также растекание жид-
кости по твердой поверхности играют важную роль
в изучении процессов теплообмена при фазовом пе-
реходе. Во многих задачах твердое тело рассматри-
вается как нагреватель или конденсатор. Методы,
используемые в механике и термодинамике, зача-
стую не позволяют с должной точностью рассмот-
реть процессы, происходящие вблизи линии контак-
та трех фаз, в то время как методы молекулярной
динамики, описывают их с достаточной точностью.
В 1998 году Маруяма представил результаты мо-
делирования капли жидкости, находящейся в тер-
модинамическом равновесии [1]. В 2000 году были
опубликованы результаты по зарождению парово-
го пузырька в жидкости [2]. В 2002 году Маруяма
и Кимура представили результаты моделирования
капли жидкого аргона на поверхности платины [3].
Ими изучена зависимость структуры капли от типа
решетки и параметров потенциала взаимодействия.
Одним из самых распространенных веществ в мире
является вода. Поэтому моделирование динамики
молекул воды интересно не только с практической
точки зрения, но и с точки зрения фундаменталь-
ных исследований. В данной работе представлены
результаты моделирования капли воды на поверх-
ности платины, показан процесс растекания ее по
поверхности металла при различных термодинами-
ческих параметрах.

1Работа выполнена при финансовой поддержке Мини-
стерства образования и науки Российской Федерации (грант
11.G34.31.0040).

2. Математическая модель

Моделирование методами молекулярной дина-
мики используется для определения свойств си-
стем, в которых движение частиц (атомов или
молекул) определяется вторым законом Ньютона.
В классической молекулярной динамике, положе-
ния частиц определяются из решения классических
уравнений движения:

d2ri
dt2

=
F (ri)

mi
, F (ri) = − ∂

∂ri
U(rN ), (1)

где ri — радиус-вектор i-й частицы; mi — масса i-й
частицы и vi — ее скорость.

Однако, прежде всего, необходимо вычислить
силу F (i), действующую на атом i, которая в
большинстве случаев вычисляется в соответствии
с потенциалом взаимодействия U(rN ), где rN =
(r1, r2, ..., r3) представляет собой набор координат
всех частиц.

2.1. Модель воды

Компьютерное моделирование воды впервые
было описано в работах Ваттса и Баркера [4], Рах-
мана и Штиллингера примерно сорок лет назад [5].
Основной задачей при моделировании воды явля-
ется выбор модели потенциала, описывающей взаи-
модействие молекул. В данной работе используется
модель TIP4P. Подобная геометрия была предло-
жена Йоргенсеном [6], который определил парамет-
ры потенциала с целью наиболее точного воспро-
изведения энтальпии парообразования и плотности
жидкой воды при комнатной температуре.

Особенность этой модели заключается в том,
что расположение частицы, имеющей отрицатель-
ный заряд (чаще всего обозначается M), не совпа-
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Рис. 1. Модель воды TIP4P

дает с положением кислорода, а лежит на биссек-
трисе угла H-O-H. Модель воды, изображенная на
рис. 1, имеет плоскую конфигурацию и содержит 4
связанных частицы, две из которых — обозначен-
ные M и O, ассоциированы с ядром кислорода, и
две — обозначенные H — с водородом. Величины,
определяющие расстояние между атомами, равны:

rOH = 0.957Å; rOM = 0.15Å; ∠HOH = 104.5◦.

Таким образом, заряд кислорода смещается в дру-
гую точку, в результате чего кислород распадает-
ся на две воображаемых частицы, одна из которых
(M) заряжена, но не имеет массы, а другая (O) —
не заряжена, однако имеет массу кислорода. Энер-
гия взаимодействия между двумя молекулами i и j
представляет собой сумму энергий взаимодействия
всех атомов, часть из которых взаимодействуют со-
гласно потенциалу Леннарда–Джонса, а часть — со-
гласно закону Кулона:

uij =
∑

k∈{i\O}

∑

l∈{j\O}

qkql
rkl

+

+4εw

[(
σw
rOO

)12

−
(
σw
rOO

)6
]
.

(2)

Соответственно сила взаимодействия имеет следу-
ющий вид:

~fij =
∑

k∈{i\O}

∑

l∈{j\O}

qkql
rkl

· ~rij+

+48εw

[(
σ12
w

r14OO

)
− 1

2

(
σ6
w

r8OO

)]
· ~rij

(3)

где ql — это заряд атома l; qk — заряд атома k и rkl —
расстояние между атомами l и k двух различных
молекул. Параметры Леннарда–Джонса для этой
модели равны σw = 3.154 Å и εw = 1.07 · 10−21 Дж,
а заряды qO = −1.04|e| и qH = −qO/2.

2.2. Модель платины

В данной работе металлическая подложка сде-
лана из платины. Она состоит из атомов, располо-
женных согласно FCC решетке, и ее поверхность
находится в контакте с водой. Константа решет-
ки равна aPt = 3.92 Å. Взаимодействие атомов

платины описывается потенциалом взаимодействия
Леннарда–Джонса:

φ(rij) = 4ε

[(
σ

rij

)12

−
(
σ

rij

)6
]

(4)

с параметрами ε = εss = 109.25 · 10−21 Дж и σ =
σss = 2.54 Å.

2.3. Модель вода–платина

Потенциал взаимодействия, описывающий вза-
имодействие воды с платиной, должен удовлетво-
рять как минимум двум условиям. Во-первых, он
должен правильно описывать абсорбционные свой-
ства на поверхности молекул платины, которые
изучаются при любых исследованиях, связанных
с поведением воды на поверхности металла. Во-
вторых, он должен удовлетворять хотя бы ми-
нимальным ориентационным требованиям, атомы
кислорода должны подходить ближе к поверхно-
сти, чем атомы водорода.

Существует несколько потенциалов, удовлетво-
ряющих вышеизложенным требованиям. Один из
из них описана Спором и Хайнцигером [7, 8] в
1988 году. Эта модель может быть использована
для точного предсказания структуры и ориентации
воды на поверхности платины. Однако, ее притяги-
вающие свойства слишком сильны на поверхности.
Использование этой модели не позволяет получить
каплю на поверхности металлов, а приводит к об-
разованию тонкой пленки.

Другая модель потенциала была предложена
Жу и Филпотом в 1994 году [9]. Потенциальная
функция состоит из трех частей:

1. электронной проводимости молекул воды;
2. ближнего анизотропного взаимодействия;
3. ближнего изотропного взаимодействия.

ΦH2O−surf = ΦH2O−cond+

+Φan(O; rO) + Φisr(O; rO)+

+
∑

H

[Φan(H ; rH) + Φisr(H ; rH)] ,

(5)

ΦH2O−cond =
∑

l,k

qlqk
2rlk

, (6)

Φan(p, rp) = 4εp−Pt
∑

j



(

σ2
p−Pt

(αρpj)2 + z2
pj

)6

−

−
(

σ2
p−Pt(ρpj

α

)2
+ z2

pj

)3

 ,

(7)
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Φisr(p, rp) = −4εp−Pt
∑

j

cp−Ptσ
10
p−Pt

r10pj
, (8)

где α = 0.8; σO−Pt = 2.70 Å; εO−Pt = 6.44·10−21 Дж;
cO−Pt = 1.28; σH−Pt = 2.55 Å; εH−Pt = 3.91 ·
10−21 Дж; cH−Pt = 1.20.

Уравнение (6) представляет собой потенци-
ал Кулоновского взаимодействия между зарядами
атомов воды и их отражений, расположенных сим-
метрично относительно поверхности платины.

2.4. Верификация кода

Термин «структура жидкости» весьма распро-
странен. В отличие от кристаллической структу-
ры твердого тела, под структурой жидкости следу-
ет понимать статистическую закономерность меж-
молекулярных расстояний и ориентаций, характер-
ных для любой плотноупакованной системы. Благо-
даря конечному размеру молекул и силам межмоле-
кулярного взаимодействия, любой жидкости свой-
ственен ближний порядок в расположении частиц
и отсутствие дальнего порядка. Отсутствие даль-
него порядка означает, что порядок в одном месте
никак не действует на порядок в другом. Удобным
методом описания структуры простой жидкости яв-
ляется функция радиального распределения, кото-
рая может быть рассчитана на основании данных
по расстоянию рентгеновских лучей и нейтронов.

Вероятность того, что элемент объема dV в
жидкости объема V содержит заданную молеку-
лу, пропорциональна dV/V . Вероятность, что дан-
ная пара молекул занимает два таких объема —
(dV/V )2 (при этом предполагается, что расстояние
r между частицами достаточно велико и их меж-
молекулярный потенциал мал). Если же расстоя-
ние между молекулами приближается к диаметру
молекулы d0, то объем молекулы и силы межмоле-
кулярного взаимодействия жестко определяют рас-
стояние между молекулами. В этом случае вероят-
ность того, что данная пара занимает два опреде-
ленных элемента объема, будет равна

g(r)

(
dV

V

)2

,

где g(r) — радиальная функция распределения или
поправка к фактору свободного распределения. Ве-
роятность найти какую-либо молекулу в объеме dV
на расстоянии r от центра фиксированной молеку-
лы будет равна

g(r)
dV

V
.

Число молекул в сферической области толщины dr
(рис. 2) будет равно

Ng(r)
dV

V
=
N

V
4πr2dr,

Рис. 2. Пространственная дискретизация для на-
хождения радиальной функции распреде-
ления
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Рис. 3. Радиальная функция распределения gOH

для модели TIP4P

где N — число молекул в объеме V , а dV = 4πr2dr.

Исследование структуры жидкости посред-
ством функции радиального распределения было
предложено в 1920 г. Дебаем и Менке [10]. Основ-
ной способ экспериментального определения функ-
ции радиального распределения — анализ картин,
полученных с помощью дифракции рентгеновских
лучей от изучаемого образца. На рис. 3–5 приве-
дены результаты экспериментального и численного
исследований корреляционной функции для моле-
кулы воды. Температура в системе поддерживается
постоянной и равной 25◦ C. Можно заметить, что
результаты численного эксперимента хорошо согла-
суются с известными экспериментальными данны-
ми [11], что показывает справедливость рассматри-
ваемой модели и ее реализации.
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Рис. 4. Радиальная функция распределения gOO

для модели TIP4P
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Рис. 5. Радиальная функция распределенияgHH

для модели TIP4P.

3. Результаты моделирования

Расчеты проводились для системы, содержа-
щей 18×18×18 молекул воды и 5184 молекул плати-
ны, распределенных согласно кристаллической ре-
шетке FCC <100>. Периодические граничные усло-
вия применяются к четырем вертикальным стенкам
моделируемой области, а на верхней границе зада-
но условие отражения. Температура в системе под-
держивается постоянной, равной T = 350 К. Равно-
весие в системе достигается за счет использования
термостата Берендсена, и в последующем поддер-
живается термостатом Нозе–Хувера.

Процесс растекания капли представлен на

a) b)

c) d)

Рис. 6. Капля воды на поверхности платины в раз-
личные моменты времени: a) t = 6 пс, b)
t = 20 пс, c) t = 50 пс, d) t = 100 пс

рис. 6. Из результатов моделирования видно, что
капля принимает полусферическую форму и стоит
отметить, что на временах, больших 100 пс, геомет-
рия капли не претерпевает сильных изменений.

4. Заключение

В статье представлены результаты моделиро-
вания методом молекулярной динамики для систе-
мы «вода–металл–водяной пар». Показано, что при-
мененный метод хорошо согласуется с эксперимен-
тальными данными. Приведены результаты чис-
ленного моделирования процесса растекания кап-
ли жидкой воды по поверхности платины. В даль-
нейшем планируется исследовать зависимость кра-
евого угла смачивания, изучить его зависимость от
термодинамических параметров. Дополнить систе-
му растворенным в воде газом и определить, как
его наличие будет влиять на поведение системы в
целом.
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Моделирование процесса копирования формы

выступа на электроде–инструменте при

электрохимической обработке

Муксимова Р.Р.

Уфимский государственный авиационный технический университет, Уфа

Задачи моделирования нестационарного электрохимического формообразования сводятся к решению двух
краевых задач для определения аналитических функций комплексного переменного: конформного отобра-
жения параметрической плоскости на физическую и частных производных по времени координат точек
межэлектродного пространства. Каждая из функций ищется в виде суммы известной функции с особен-
ностями и двух неизвестных функций, определяемых с помощью формул Шварца или Келдыша–Седова.
Одна из неизвестных функций предназначена для описания формы электрода–инструмента, вторая — обра-
батываемой поверхности. Представлены результаты численного решения задач с электродом в виде круга и
пластины.

1. Введение

Применение численно-аналитических методов
для моделирования нестационарной электрохими-
ческой обработки (ЭХО) до настоящего времени
ограничивалось решениями задач с точечным, по-
лубесконечным пластинчатым [1, 2], криволиней-
ным гладким [3] и плоским со щелью [4,5] электрод-
инструментом (ЭИ). Для моделирования процесса
прорезания пазов ЭИ в форме круга или другой
ограниченной формы необходимо существенное ви-
доизменение методов.

2. Постановка задачи

Рассмотрим нестационарную задачу электро-
химического формообразования с помощью ЭИ,
представляющего собой круг радиуса R (рис. 1).
ЭИ заглубляется в заготовку со скоростью Vet под
прямым углом к поверхности. Начальный зазор CD
равен S0.

Поверхности электродов считаются эквипотен-
циальными: на катоде потенциал Φ = −U (где U —
напряжение), на аноде Φ = 0, поэтому форма об-
ласти МЭП на плоскости комплексного потенциала
W представляет собой прямоугольник (рис. 2).

Скорость электрохимического растворения

Vecm =
dYC
dt

локально определяется законом

Фарадея
Vecm = η kEn, (1)

где t — время; η — анодный выход по току; k —

электрохимическая постоянная; En — нормальная
к анодной поверхности составляющая напряженно-
сти электрического поля.

Перейдем к безразмерным величинам z, x, y, τ
и w, где l = kηU/Vet (величина стационарного зазо-
ра в задаче об обработке плоским горизонтальным
ЭИ):

z = Z/l, x = X/l, y = Y/l,

τ =
Vet
l
t = kη0Ut/l

2, w =
W

U
.

(2)

Тогда

vet = −dyC
dτ

= −1

l

l

Vet

dYC
dt

=
Vet
Vet

= 1. (3)

3. Краевые условия

В [1–6] закон Фарадея (1) с учетом (2) преоб-
разован к виду

ℑ
(
∂z

∂σ

∂z

∂τ

)
= −ℑ∂w

∂σ
, (4)

где z(χ, τ),
∂z

∂τ
(χ, τ , w(χ, τ) — аналитические функ-

ции некоторого комплексного параметра χ = σ+iν.
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Рис. 1. Схема межэлектродного пространства
(МЭП)

Рис. 2. Форма образа МЭП на плоскости ком-
плексного потенциала

Рис. 3. Формы образов МЭП на параметрических
плоскостях χ и ξ

Рис. 4. Форма образа МЭП на параметрической
плоскости ζ

4. Численный метод

Выберем в качестве параметрической перемен-
ную χ, область изменения которой представляет
собой горизонтальную полосу единичной ширины
(рис. 3(а)). Конформное отображение параметри-
ческой плоскости χ на плоскость комплексного по-
тенциала удобнее определять через переменную ζ
(рис. 4):

χ =
1

π

(
ln
ζ − 1

ζ + 1
− i

π

2

)
+

+
2

π

∞∑

m=1

1

2m− 1

p2m−1
(
ζ2m−1 + ζ−2m+1

)

p2m−1 − p−2m+1
.

(5)

Комплексный потенциал и его производная
равны

W = − U

ln p

(
ln ζ − i

π

2

)
,

∂W

∂χ
= − U

ln p

1

ζ

(
∂χ

∂ζ

)−1

.

(6)

Представим функцию, конформно отображаю-
щую полосу плоскости χ на область МЭП физиче-
ской плоскости в неподвижной (относительно тела
заготовки) системе координат в виде суммы

z (χ, τ) = g (τ) shπχ+ za (χ, τ) + zc (ξ (χ) , τ ) , (7)

где первое слагаемое при g > 0 конформно отоб-
ражает полосу плоскости χ на верхнюю полуплос-
кость с разрезом, проведенным вверх от точки 0+ig

до бесконечности; za(χ, τ) — аналитическая в обла-
сти Dχ и непрерывная в ее замыкании D̄χ функ-
ция, определяющая отличие формы обрабатывае-
мой поверхности от прямолинейной (при χ = σ + i
ℑza(χ, τ) = 0); zc(ξ, τ) — аналитическая в поло-
се Dξ (рис. 3(б)) и непрерывная в ее замыкании
D̄ξ функция, предназначенная для описания фор-
мы ЭИ (при ξ = ω + i/2 ℑzc(ξ, τ) = 0) (рис. 3(б)).
Связь ξ и χ:

χ =
1

2π
ln

e2πξ + e2πβ

e2πξe2πβ + 1
+
i

2
,

ξ =
1

2π
ln

e2πχ + e2πβ

e2πχe2πβ + 1
+
i

2
.

(8)
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Из (8) найдем ординату точки C электрод–
инструмента:

ℑz
(
i

2
, τ

)
= g (τ) + ℑzc (0, τ) = s0 − τ,

dg

dτ
= −1 −ℑ ∂

∂τ
zc (0, τ)

(9)

Допустим, ордината точки G электрод–
инструмента равна H . Тогда

H

l
=
H0

l
− τ = g (τ) ch (πβ (τ)) +

+
1

i

{
za

(
β (τ) +

i

2
, τ

)
+ zc (∞, τ )

}
,

(10)

где β(τ) — образ точки G, определяемый из этого
уравнения.

Функция za (χ, τ) определяется следующим об-
разом. Будем искать решение на границе χ = σ+ i0
в узловых точках σm (m = 0, . . . , n). Заданны-
ми на каждом временном шаге будут значения
ℑza (σm, τj) = ym. Примем ℑza (σn, τ) = 0, посколь-
ку za (σ, τ ) быстро (как экспонента) убывает при
σ → ∞. Значения ℑza (σ, τ ) в промежуточных меж-
ду узловыми точках найдем с помощью кубическо-
го сплайна, имеющего две непрерывные производ-
ные.

Поскольку za (χ, τ) — аналитическая функция,
имеющая чисто мнимые значения на прямой ℑχ =
1/2, аналитически продолжим ее вверх на полосу
единичной ширины. В силу принципа симметрии
ℑza (σ + i, τ) = ℑza (σ + i0, τ). Для восстановления
функции za (χ, τ) используем формулу Шварца

za (χ, τ) =

∞∫

0

ℑza (σ, τ )
shπχdσ

chπσ − chπχ
+

+

∞∫

0

ℑza (σ, τ )
shπχdσ

chπσ + chπχ
.

(11)

Производная ℑ∂za
∂σ

(σ, τ ) = −ℑ∂za
∂σ

(−σ, τ ), то-
гда

∂za
∂χ

=

∞∫

0

ℑ∂za
∂σ

(σ, τ )
shπσ

chπσ − chπχ
dσ −

−
∞∫

0

ℑ∂za
∂σ

(σ, τ )
shπσ

chπσ + chπχ
dσ.

(12)

Функция z(ξ, τ) получается аналогичным об-
разом. Будем искать решение на границе ξ = ω в
узловых точках ωm(m = 0, . . . , n). Искомыми будут
значения ℜzc (ωm, τj) = x̄m. Примем ℜzc (ωn, τ ) = 0.

Значения ℜzc (ω, τ) в промежуточных между узло-
выми точках найдем с помощью кубического сплай-
на Pc(σ), имеющего две непрерывные производные.

Отметим, что zc (ξ, τ) — аналитическая функ-
ция, имеющая чисто действительные значения на
отрезке ℑξ = 1/2, -β ≤ ℜξ ≤ β (анод BDA) и чисто
мнимые значения на лучах ℑξ = 1/2, ℜξ ≤ −β и
ℑξ = 1/2, ℜξ ≥ β (разрез G′B, AF′).

Для восстановления функции zc (ξ, τ) исполь-
зуем формулу Келдыша–Седова:

zc (ξ, τ)

G (ξ)
=

∞∫

0

ℑ
[
z (ω, τ )

G (ω)

]
shπωdω

chπω − chπξ
+

+

∞∫

0

ℑ
[
z (ω, τ)

G (ω)

]
shπω

chπω + chπξ
dω − g1 (τ) ,

(13)

G (ξ) = sh (πχ) =
i

2

(
u+

1

u

)
, u =

√
e2πξ + e2πβ

e2πξe2πβ + 1
,

g1 (τ) = 2

∞∫

0

ℑ
[
z (ω, τ )

G (ω)

]
shπωchπω

ch2πω + sh2πβ
dω.

Отметим, что слагаемое g1 (τ)G (ξ), аналогич-
ное слагаемому в (7), введено так, чтобы функция
zc (ξ, τ) не имела особенности в точках A и B.

Производная
∂zc
∂ω

(ω, τ) вычисляется следую-

щим образом: с помощью дифференцирования по-
строенного сплайна Pc(ω) вычисляются значения

производных
∂xc
∂ω

(ω, τ). По полученным с по-

мощью (13) значениям yc (ω, τ) строится сплайн
Pyc(ω), дифференцированием которого получаются

производные
∂yc
∂ω

(ω, τ).

5. Алгоритм численного решения

Нестационарная задача сводится к решению
системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений и решается численным методом. При этом
на каждом временном шаге τj = j∆τ , j =
1, 2, ..., k решаются задачи конформного отобра-
жения полосы параметрической плоскости χ на
физическую плоскость z. При этом задача кон-
формного отображения в полном объеме реша-
ется только при τ = 0. Значения переменных
ym (τj+1) и x̄m (τj+1) на следующем шаге по време-
ни вычисляются с помощью частных производных
∂ya
∂τ

(σm, τj),
∂xc
∂τ

(ωm, τj). Частные производные по

времени определяются при решении краевой зада-

чи: найти частную производную
∂z

∂τ
(χ, τj) как ана-

литическую функцию комплексного параметра χ,
удовлетворяющую краевому условию (4).
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Для вычисления производной
∂za
∂τ

(χ, τj) при-

меняется способ, аналогичный применяемому для
определения конформного отображения za (χ, τj).
Искомыми параметрами на каждом временном ша-

ге τj = j∆τ будут значения ℑ∂za
∂τ

(σm, τj) = qm.

Значения ℑ∂za
∂τ

(σ, τj) в промежуточных между уз-

ловыми точках найдем с помощью кубического

сплайна Q(σ,τ). Для восстановления
∂za
∂τ

(χ, τj) ис-

пользуем формулу Шварца, аналогичную (11), где
вместо ℑza (σ, τ ) используется Q(σ,τ).

Для вычисления производной
∂zc
∂τ

(ξ, τj) (χ

фиксировано) также применяется способ, анало-
гичный применяемому для определения конформ-
ного отображения zc (ξ, τj). Искомыми параметра-
ми на каждом временном шаге τj = j∆τ будут зна-

чения ℜ∂zc
∂τ

(ωm, τj) = rm. Значения ℜ∂zc
∂τ

(ω, τj) в

промежуточных между узловыми точках найдем с
помощью кубического сплайна R(ω,τ). Для восста-

новления
∂zc
∂τ

(ξ, τj) используем формулу Келдыша-

Седова, аналогичную (13) (с учетом того, что
∂

∂τ
G (ξ) =

∂

∂τ
sh (πχ) = 0):

∂zc
∂τ

(ξ, τ)

G (ξ)
= −dg1

dτ
(τ)+

+

∞∫

0

ℑ




∂zc
∂τ

(ω, τ)

G (ω)




shπωdω

chπω − chπξ
+

+

∞∫

0

ℑ
[
∂zc

∂τ (ω, τ)

G (ω)

]
shπωdω

chπω + chπξ

(14)

где
dg1
dτ

(τ) = 2

∞∫

0

ℑ
[
∂zc

∂τ (ω, τ)

G (ω)

]
shπωchπω

ch2πω + sh2πβ
dω.

С учетом (8)–(14) определяются производные
∂z

∂τ
.

Значения qm, rm, определяются методом кол-
локаций по краевому условию (4):

ℑ
[
∂z

∂τ
(σm)

∂z

∂σ
(σm)

]
+
∂ψ

∂σ
(σm) = 0,

m = 0, ..., N − 1.

(15)

На катоде краевое условие с учетом (21), (22)
имеет вид

ℑ
[(

∂z

∂τ
(ωm) + i

)
∂z

∂σ
(ωm)

]
= 0,

m = 0, ..., N − 1.

(16)

Рис. 5. Формы нестационарных поверхностей при
обработке круглым ЭИ для s0=1, ∆τ = 5,
r = 5

После решения системы линейных алгебраиче-
ских уравнений (15), (16) и определения частных

производных ℑ∂za
∂τ

= qm, ℜ∂zc
∂τ

= rm, производит-
ся шаг по времени по методу предиктор-корректор
второго порядка точности.

Далее снова повторяется процесс вычисления
∂za
∂χ

,
∂zc
∂ξ

, qm, rm и т.д.

6. Численные результаты

Численные результаты представлены на
рис. 5–7. На рис. 5 показаны формы поверх-
ности при обработке круглым ЭИ с радиусом
r = R/l = 5 при η = const (∆τ — шаг по вре-
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Рис. 6. Формы нестационарных поверхностей при
обработке горизонтальным пластинчатым
ЭИ для l = L/R = 5, s0 = 1, ∆τ = 2.5

мени). Картина в системе координат, связанной
с неподвижной асимптотической поверхностью
анода, показывает ход процесса растворения и
позволяет увидеть установление стационарной
формы обрабатываемой поверхности (которая
была рассчитана заранее [5]). При уменьшении r
в пределе получается задача обработки точечным
ЭИ [5].

При рассмотрении форм ЭИ, отличных от
круглой, имеет смысл рассмотреть граничные фор-
мы, которыми являются пластинчатые ЭИ.

Результаты численного решения при обработке
горизонтальным пластинчатым ЭИ длины 2L для
η = const приведены на рис. 6.

При L → ∞ приходим к задаче обработки

Рис. 7. Формы нестационарных поверхностей при
обработке вертикальным пластинчатым ЭИ
для L = 10, s0 = 1, ∆τ = 5

полубесконечным ЭИ. Стационарное решение для
этой задачи имеет вид

x =
1

π

(
2 ln (y + 1) + 2 ln

π

2
+ 2
)
.

Формы нестационарной поверхности при обра-
ботке вертикальным пластинчатым ЭИ длины L
приведены на рис. 7 для η = const. При L→ 0 фор-
мы приближаются к соответствующим формам для
точечного ЭИ.

7. Заключение

В данной работе решены нестационарные за-
дачи прорезания пазов круглым и пластинчатым
(горизонтальным и вертикальным) ЭИ. Для срав-
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нения рассматривались предельные (по форме ЭИ)
случаи формообразования точечным и плоским
неограниченным вертикальным и горизонтальным
ЭИ.

Во всех рассмотренных примерах наблюдалось
установление стационарных процессов.
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Смена симметрии однородной неустойчивости при
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электромагнитном поле1
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В работе проводится численное исследование индуцированного изменения температуры переключения сим-
метрии однородной неустойчивости в стационарном сдвиговом потоке нематического жидкого кристалла в
электромагнитном поле со слабыми граничными условиями.

1. Введение

Нематические жидкие кристаллы (НЖК)
представляют собой фазу, промежуточную меж-
ду твердым телом и жидкостью. Как и твердые
тела НЖК обладают анизотропией ряда физиче-
ских свойств (упругость, двулучепреломление), а
как жидкость могут течь. Эти особенности при-
водят к тому, что НЖК чувствителен к внешним
воздействиям (гидродинамические течения, элек-
тромагнитные поля, ориентирующее влияние твер-
дой поверхности) и демонстрируют ряд физиче-
ских явлений, одним их которых является ориен-
тационная неустойчивость — изменение равновес-
ной ориентационной структуры НЖК выше поро-
гового значения внешнего воздействия. Исследова-
ние комбинированного воздействия внешних элек-
тромагнитных полей и ориентирующего влияния
ограничивающей поверхности (слабого сцепления)
на устойчивость течения НЖК рассматривалась
ранее в теоретической работе [1]. Было показано,
что в зависимости от величин внешнего воздей-
ствия возможны четыре типа неустойчивости: два
вида пространственной структуры (однородная и
пространственно-периодическая) могут иметь две
различные симметрии возмущений (четная и нечет-
ная). В работе [2] на примере однородной неустой-
чивости было показано, что температура может
влиять на величину порога неустойчивости. В дан-
ной работе приводятся результаты расчетов пара-
метров, при которых возможна смена типа однород-

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ
(грант № 12–01–97009).

~v O
xy

z

~n

~E0

~H0

d

Рис. 1. Геометрия задачи

ной неустойчивости (смена симметрии структурно-
ориентационного перехода) под действием темпера-
туры.

2. Математическая модель

Рассматривается слой НЖК толщиной d, за-
ключенного между двумя бесконечными парал-
лельными пластинами (рис. 1). Начало декарто-
вой системы координат помещено в центре слоя,
ось z направлена перпендикулярно слою. Исследу-
ется ориентационная устойчивость НЖК в сдвиго-
вом стационарном потоке вдоль оси Ox от внешних
электрического ~E0 (направленного перпендикуляр-
но слою, вдоль оси Oz) и магнитного ~H0 (направ-
ленного перпендикулярно плоскости потока Oy) по-
лей и характера поверхностного сцепления в обла-
сти температур существования нематической фазы
(T = 20 ÷ 46.2◦ C). Начальная ориентация НЖК
~n0 перпендикулярна плоскости потока (направлена
вдоль оси Oy).
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Течение НЖК описывается уравнением
Навье–Стокса [3]:

ρ

(
∂vi
∂t

+ vj
∂vi
∂xj

)
= −p,i +

∂Σij
∂xj

, (1)

где введено обозначение для частной производной
f,i = ∂f/∂xi, p,i — компоненты градиента давления;
ρ — плотность НЖК; vi — компоненты скорости
жидкости.

Тензор вязкости характеризует вязкость жид-
кости при течении в различных направлениях и со-
держит 6 коэффициентов вязкости αi:

Σij = α1ninjAkmnknm + α2niNj + α3njNi+
+α4Aij + α5ninkAkj + α6Aiknknj .

(2)

Симметричный тензор скорости:

Aij =
1

2

(
∂vj
∂xi

+
∂vi
∂xj

)
. (3)

Скорость изменения ориентации директора:

Ni =
∂ni
∂t

+
∂ni
∂xj

vj + njωij . (4)

Антисимметричный тензор скорости:

ωij =
1

2

(
∂vj
∂xi

− ∂vi
∂xj

)
. (5)

Уравнение непрерывности для несжимаемой
жидкости:

div ~v = 0 ⇒ vx,x + vy,y + vz,z = 0. (6)

Уравнение баланса моментов сил, действую-
щих на директор:

I
d

dt

[
~n× d~n

dt

]
= [~n× ~he] − [~n× ~hd], (7)

где I — момент инерции.
Упругая he и диссипативная hd части молеку-

лярного поля имеют вид:

hei =
∂

∂xj

∂F

∂ni,j
− ∂F

∂ni
, hdi = γ1Ni + γ2Aij · nj, (8)

где γ1 = α3 − α2, γ2 = α6 − α5 = α2 + α3 — враща-
тельные вязкости НЖК.

Объемная плотность свободной энергии F во
внешнем электрическом ~E и магнитном ~H полях
имеет вид:

F =
1

2
{K11(∇ · ~n)2 +K22[~n · (∇× ~n)]2+

+K33[~n× (∇× ~n)]2 − ε0εa(~n · ~E)2−
−µoχa(~n · ~H)2}.

(9)

Здесь Kii — константы упругости Франка; εa =
ε‖ − ε⊥ — анизотропия диэлектрической проницае-
мости НЖК (ε‖ и ε⊥ — диэлектрические проница-
емости параллельно и перпендикулярно направле-
нию длинных осей молекул НЖК, соответственно);
χa = χ‖ − χ⊥ — анизотропия магнитной восприим-
чивости; ε0 и µ0 — диэлектрическая проницаемость
и магнитная восприимчивость в вакууме, соответ-
ственно [4].

Так как директор представляет собой единич-
ный вектор, записывается условие нормировки:

~n2 = 1 ⇒ n2
x + n2

y + n2
z = 1. (10)

Граничные условия для скорости определяют-
ся условиями прилипания (скорость молекул НЖК
на поверхности совпадает со скоростью самой по-
верхности):

v(z = −d/2) = 0, v(z = +d/2) = V0, (11)

где V0 — скорость движения верхней пластины от-
носительно неподвижной нижней.

Граничные условия на ориентацию директора
определяются из условия равновесия моментов сил,
действующих на директор на ограничивающей по-
верхности [5]:

± ∂F

∂(∂ni/∂z)
+
∂Fs
∂ni

= 0, (12)

где знак «±» соответствует поверхности z = ±d/2;
F — объемная плотность свободной энергии; Fs —
поверхностная плотность свободной энергии, кото-
рая для малых отклонений ~n1 = ~n − ~n0 директора
~n от равновесия ~n0, по аналогии с потенциалом Ра-
пини [6], имеет вид:

Fs =
1

2
Wan

2
1x +

1

2
Wpn

2
1z, (13)

где Wa > 0 — азимутальная сила поверхностного
сцепления (характеризующая силу, которую необ-
ходимо приложить к директору для его поворота в
плоскости твердой поверхности) и Wp > 0 — поляр-
ная сила поверхностного сцепления (характеризу-
ющая силу, которую необходимо приложить к ди-
ректору для его отклонения от плоскости твердой
поверхности).

2.1. Базовое течение

Базовое состояние системы определим таким
образом, чтобы директор был ориентирован пер-
пендикулярно плоскости потока:

~n0 = (0, 1, 0). (14)
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Базовая скорость имеет только компоненту vx
и зависит от z (плоское параллельное течение):

~v0(z) = (v0x(z), 0, 0). (15)

В случае сдвигового потока давление постоян-
но (и равно атмосферному давлению с открытых
концов ячейки), то есть p,x ≡ 0. Таким образом, ре-
шение с учетом граничных условий (11) имеет вид:

v0x = V0

(
z

d
+

1

2

)
. (16)

2.2. Линейный анализ устойчивости

Линейный анализ устойчивости позволяет
определить пороговое значение параметров систе-
мы, при которых течение становится неустойчивым
относительно бесконечно малых возмущений.

Ищем решения в следующем виде:

~n(z) = ~n0 + ~n1(z), ~v(z) = ~v0(z) + ~v1(z), (17)

где ~n0 и ~v0(z) — базовое состояние (14), (15) и ~n1(z),
~v1(z) — малые возмущения.

Для однородных (вдоль оси Oy) возмущений:

~n1(z) = {n1x(z), n1y(z), n1z(z)},
~v1(z) = {v1x(z), v1y(z), v1z(z)}. (18)

Подставляя (17) в систему уравнений (1), (7)
и граничные условия (11), (12) и линеаризуя полу-
ченные выражения относительно малых парамет-
ров компонент ~n1 и ~v1, получаем уравнения на бес-
конечно малые возмущения, содержащие градиент
сдвига v0x,z. Порогу ориентационной неустойчиво-
сти соответствует значение v0x,z, при котором су-
ществует нетривиальное решение для {~n1, ~v1}. По-
роговое значение v0x,z зависит от параметров си-
стемы, определяемых внешними воздействиями и
условиями (характера поверхностного сцепления,
величины напряженности внешнего поля, темпера-
туры).

Для того чтобы определить характерные пара-
метры системы и упростить запись уравнений, пе-
репишем математическую модель в безразмерной
форме. В качестве характерного расстояния выбе-
рем толщину слоя d, в качестве характерного вре-
мени — характерное время релаксации директора

τd =
(−α2)d

2

K22
. В безразмерном виде компоненты

директора и скорости (с тильдами) имеют вид:

n1x = ñ1x, n1z = ñ1z,

v1x =
d

τd
ṽ1x, v1z =

d

τd
ṽ1z, ∂z =

1

d
∂z̃ .

Чтобы получить более компактную систему
уравнений, используем следующие афинные преоб-
разования:

ñ1x =
N1x

β
; ñ1z = N1z;

ṽ1x =
V1x

β2
; ṽ1z =

V1z

β2η23
; β2 =

K22

K11

α3

α2

η3
η1

;

Введем безразмерные коэффициенты вязкости
и упругости:

η13 =
η1
η3

; η31 =
η3
η1

; η42 =
η4
η2

; η53 =
η5
η3

;

α23 =
α2

α3
; k21 =

K22

K11
; k31 =

K33

K11
; k32 =

K33

K22
,

Введем безразмерные поля и характеристиче-
ские величины:

e = sgn(εa)
π2E2

0

E2
F

;h =
π2H2

0

H2
F

;

EF =
π

d

√
K11

|εa|ε0
;HF =

π

d

√
K22

µ0χa
; τv =

ρd2

η3
,

где EF , HF — поля перехода Фредерикса для жест-
кого сцепления; τv — характерное время релаксации
скорости.

Граничные условия перепишем в виде:

v1y(z = ±d/2) = 0,

±K22

Wa
n1x,z̃ + n1x = 0,

±K11

Wp
n1z,z̃ + n1z = 0.

(19)

Для характеристики компонент силы поверх-
ностного сцепления введем безразмерные величи-

ны βa =
K22

Wad
, βp =

K11

Wpd
— отношения характери-

стической длины компоненты силы поверхностного

сцепления
Kii

Wj
к толщине слоя d. βi = 0 соответ-

ствует идеальному жесткому сцеплению (ориента-
ция НЖК на поверхности фиксирована), βi = ∞ —
идеальному слабому сцеплению (т.е. поверхность не
оказывает ориентирующего воздействия на НЖК),
а конечные значения βi — реальному слабому сцеп-
лению (отклонение ориентации молекул НЖК на
поверхности от равновесного значения возрастает с
ростом возмущения).

Контрольным безразмерным параметром для

градиента скорости сдвига будет a2 =
βτdV0

d
.

Окончательные уравнения в безразмерном ви-
де (для удобства тильды опускаем):
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V1y,zz + (η23 − 1)(a2N1x),z = 0,

−a2N1z −N1x,zz + hN1x = 0,

(∂2
z + e− k21h)N1z + V1y,z + a2η23N1x = 0.

(20)

Граничные условия:

V1y(z = ±1/2) = 0,

±βaN1x,z +N1x = 0, ±βpN1z,z +N1z = 0.
(21)

2.3. Симметрия однородных неустойчивостей

Проводим анализ симметрий решений систе-
мы (20) с граничными условиями (21) относительно
преобразования z → −z. Обозначим как «четное»
решение, решение с четной симметрией компоненты
N1x, «нечетное» — соответственно с нечетной сим-
метрией этой компоненты. Симметрия остальных
компонент определяется однозначно из уравнений
для заданной симметрии одной из компонент.

Нечетное решение имеет вид:

N1x = C1 sh(ξ1z) + C2 sin(ξ2z),

N1z = C3 sh(ξ1z) + C4 sin(ξ2z),

V1y = C5 ch(ξ1z) + C6 cos(ξ2z) + C7.

(22)

После подстановки (22) в систему (20) и гра-
ничные условия (21), получаем выражение для по-
рогового напряжения сдвига:

(π2h+ ξ22)(ξ1βa ch(ξ1/2) + sh(ξ/2))×

×(ξ2βp cos(ξ2/2) + sin(ξ2/2))−

−(π2h− ξ21)(ξ2βa cos(ξ2/2) + sin(ξ2/2))×

×(ξ1βp ch(ξ1/2) + sh(ξ1/2)) = 0,

(23)

где:

ξ21 =
π2

2k12

{
[(1 + k12)h− k12e]+

+

√

[(1 − k12)h− k12e]2 + 4k2
12

a4

π4

}
,

ξ22 =
π2

2k12

{
−[(1 + k12)h− k12e]+

+

√

[(1 − k12)h− k12e]2 + 4k2
12

a4

π4

}

(24)

и k12 =
K11

K22
.

Решение четного типа имеет вид:

N1x = C1 ch(ξ1z) + C2 cos(ξ2z) + C3,

N1z = C4 ch(ξ1z) + C5 cos(ξ2z) + C6,

V1y = C7 sh(ξ1z) + C8z.

(25)

После подстановки (25) в систему (20) и гра-
ничные условия (21) пороговое значение напряже-
ния сдвига находится из условия существования
нетривиального решения:

∣∣∣∣∣∣

1 π2h f0
f1 f2 f3
f4 f5 f6

∣∣∣∣∣∣
= 0, (26)

где:

f0 =
η13
2

(
π4h(h− ke)

a4kη13
− 1

)
,

f1 = −ξ2βa sin(ξ2/2) cos(ξ2/2),

f2 = (π2h+ ξ22)[−ξ2βp sin(ξ2/2) + cos(ξ2/2)],

f3 =
1 − η13
ξ2

sin(ξ2/2),

f4 = ξ1βa sh(ξ1/2) + ch(ξ1/2),

f5 = (π2h− ξ21)[ξ1βp sh(ξ1/2) + ch(ξ1/2)],

f6 =
1 − η13
ξ1

sh(ξ1/2).

Из условия существования нетривиального ре-
шения получаем трансцендентное выражение, со-
держащее параметр a2 = a2(e;h;βa;βp) — без-
размерная скорость сдвига, зависящая от величин
электрического и магнитного полей и компонент си-
лы поверхностного сцепления. Решение этого урав-
нения относительно a2 дает нам пороговое значение
a2
c , при котором базовое состояние теряет устойчи-

вость. Из двух типов решений реализуется только
то, которое соответствует наименьшему порогу a2

c .

3. Результаты

Расчеты порога неустойчивости проводились
для материальных параметров НЖК МББА в тем-
пературном диапазоне существования нематиче-
ской фазы T = 20 ÷ 46, 2◦ C. Температурные за-
висимости для коэффициентов упругости Kii бы-
ли взяты из работы [7]. Экспериментальные данные
по измерению коэффициентов вязкости αi [8] были
нами обработаны методом наименьших квадратов
для получения функциональной зависимости αi(T )
в виде многочленов 4-го порядка (отличие αi(T ) в
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Рис. 2. Зависимость a2

c для однородной чет-
ной (−) и нечетной (−−) неустойчиво-
сти от температуры T в магнитном поле
(H0/HF = 3, 5 — черная линия, H0/HF =
3, 6 — серая линия) для компонент сцепле-
ния βa = 1, βp = 0, 01

экспериментальных точках не превышает 5%):

α1 = 0, 033 − 0, 0085T + 4, 4 · 10−4T 2−
−9, 2 · 10−6T 3 + 7, 1 · 10−8T 4,

α2 = −0, 424 + 0, 0145T + 1, 46 · 10−4T 2−
−1, 29 · 10−5T 3 + 1, 55 · 10−7T 4,

α3 = 0, 019 − 0, 0028T + 1, 47 · 10−4T 2−
−3, 49 · 10−6T 3 + 3, 03 · 10−8T 4,

α4 = 0, 439− 0, 0312T + 0, 0011T 2−
−1, 81 · 10−5T 3 + 1, 23 · 10−7T 4,

α5 = 0, 214 + 0, 0012T − 0, 00069T 2+
+2, 23 · 10−5T 3 − 2, 21 · 10−7T 4,

α6 = −0, 197 + 0, 0138T − 4, 33 · 10−4T 2+
+6, 79 · 10−6T 3 − 4, 21 · 10−8T 4.

Под действием электрического поля E0 пороги
неустойчивости возрастают, но порог неустойчиво-
сти четного типа всегда ниже порога для неустой-
чивости нечетного типа во всей рассматриваемой
температурной области и во всем диапазоне компо-
нент сил поверхностного сцепления.

В магнитном поле возможна смена типа
неустойчивости [1] при изменении величины маг-
нитного поля H0 и компонент сил поверхностного
сцепления βa и βp. На рис. 2 показана смена сим-
метрии структурно-ориентационного перехода при
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Рис. 3. Зависимость a2

c для однородной чет-
ной (−) и нечетной (−−) неустойчиво-
сти от температуры T в магнитном поле
(H0/HF = 3, 5 — черная линия, H0/HF =
3, 6 — серая линия) для компонент сцепле-
ния βa = 0, 01, βp = 1

заданных H0, βa и βp вызванная изменением тем-
пературы. Для слабого азимутального βa = 1 и
жесткого полярного βp = 0, 01 сцепления в магнит-
ном поле с ростом температуры четная однородная
неустойчивость сменяется однородной неустойчи-
вость нечетного типа. С ростом величины магнит-
ного поля смена типа неустойчивости происходит
при более высоком значении температуры. Отме-
тим, что величина порога нечетного типа неустой-
чивости сильно зависит от температуры (уменьша-
ется с ростом температуры), в то время как порог
неустойчивости четного типа при изменении темпе-
ратуры меняется слабо.

На рис. 3 показана смена симметрии
структурно-ориентационного перехода для тех
же параметров, что на рис. 2, но с жестким
азимутальным сцеплением βa = 0, 01 и слабым
полярным сцеплением βp = 1. Видно, что смена
компонент сил поверхностного сцепления приводит
к уменьшению пороговой амплитуды скорости
a2
c для нечетного типа неустойчивости (пороговое

значение a2
c для четного типа неустойчивости прак-

тически не изменилось), в результате увеличивая
значение температуры Tc, при которой происходит
смена симметрии неустойчивости. Таким образом,
можно получить зависимость Tc(βa, βp) и из срав-
нения с результатами эксперимента определить
компоненты силы поверхностного сцепления.
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4. Заключение

В работе было проведено исследование влия-
ния температуры на смену симметрии неустойчи-
вости в стационарном сдвиговом потоке НЖК под
действием электромагнитного поля и температуры.
Было получено, что смена симметрии однородной
неустойчивости под действием температуры воз-
можна в магнитном поле. Асимметрия зависимо-
сти критической температуры Tc от компонент си-
лы поверхностного сцепления βa и βp может быть
использована для экспериментального определения
βa и βp.
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Движение поршня в цилиндрической трубе с учетом

вязкого трения1
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В работе рассматривается численное моделирование движения поршня с пружиной в цилиндрической трубе
под действием осциллирующего перепада давления с учетом действия сухого и вязкого трений. Определяется
время установления периодического режима движения поршня и характер его движения в зависимости от
различных типов трения и жесткости пружины.

1. Введение

При разработке различных технических
устройств важным является определение влияния
различных видов сил трения на динамику состав-
ных частей устройства. Трение между твердыми
элементами определяется коэффициентом сухо-
го трения — коэффициент пропорциональности
между силой трения и силой нормальной реакции
на границе элементов (закон Амонтона–Кулона).
При наличии жидкой фазы необходимо учитывать
вязкое трение через коэффициент динамической
вязкости, связывающий силу вязкого трения и
произведение площади контакта и нормального
градиента скорости вблизи поверхности.

Ранее было проведено численное исследова-
ние влияния сухого и вязкого трений на движение
поршня в трубе цилиндрической формы [1]. Бы-
ло получено, что влияние жидкости в зазоре на
поршень может приводить как к ускорению, так и
к замедлению движения поршня в зависимости от
мгновенного значения скорости движения поршня
и значения нормального градиента скорости жид-
кости вблизи поверхности поршня. При этом, вли-
яние вязкого трения оказалось малым (порядка
2%). Наличие сухого трения оказывает существен-
ное влияние на скорость движения поршня и сме-
щает положение равновесия и сдвиг по фазе отно-
сительно фазы градиента давления.

В данной работе продолжено исследование
влияние различных видов сил трения на движение
поршня в цилиндрической трубе с учетом допол-
нительного действия жесткости пружины, а так-

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ
(гранты № 12–01–97009, 11–01–97007, 11–08–00823).
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vz = vp

Рис. 1. Геометрия задачи в цилиндрических коор-
динатах

же определяются условия, когда кривизной тру-
бы можно пренебречь, и свести гидродинамическую
задачу к плоскому параллельному течению жид-
кости с комбинированным пуазейлевским и сдви-
говым (с одной фиксированной и одной инертной
границей) воздействиями.

2. Математическая модель

Получим систему уравнений для скорости те-
чения жидкости и скорости движения поршня в ци-
линдрической и декартовой системе координат.

2.1. Цилиндрические координаты

Рассмотрим движение поршня радиуса r1 и
массой m внутри цилиндра радиуса r2 = r1+h (h —
зазор между поршнем и цилиндром), заполненного
жидкостью с плотностью ρ и динамической вязко-
стью µ, под действием периодического по времени
перепада давления ∆pg(t), g(t) = cos(ωt) (рис. 1),
где ∆p = (p1 − p2), p1 и p2 — значения давлений
слева и справа от поршня, соответственно; ω = 2πf ,
f — частота осцилляций давления.

Начало цилиндрической системы координат
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поместим на оси в центре цилиндра. Координаты в
радиальном, окружном и осевом направлениях обо-
значим через r, ϕ и z соответственно, а компоненты
скорости течения жидкости — vr, vϕ и vz . Скорость
движения поршня имеет только одну компоненту
vp — вдоль оси z.

Уравнение движения поршня описывается вто-
рым законом Ньютона:

mvp,t(t) = Sp∆pf(t) − kpzp(t) − F (vp)−
−µS1 vz,r(r, t)|r=r1 ,

(1)

где введено обозначение для частной производной
f,x = ∂f/∂x; Sp — площадь поперечного сечения
поршня; S1 = 2πr1L — площадь внешней поверх-
ности поршня; L — длина поршня; kp — жест-
кость пружины; zp — отклонение пружины от рав-
новесного состояния. Сила сухого трения F (vp) =
F0sgn(vp), где F0 — модуль силы трения. Послед-
нее слагаемое уравнения (1) описывает силу вязко-
го трения:

Fv = τS1 = µS1
∂vz(r, t)

∂r

∣∣∣∣
r=r1

,

где τ — напряжение поршня на поверхности.
Координата поршня zp описывается уравнени-

ем
dzp(t)

dt
= vp(t). (2)

В начальный момент времени поршень покоит-
ся: vp(0) = 0.

Движение жидкости описывается уравнением
неразрывности для несжимаемой жидкости и урав-
нением Навье–Стокса [2]:

∇ · ~v = 0, ρ[~v,t + (~v · ∇)~v] = −∇p+ µ∆~v, (3)

где ∇ — оператор набла; ∆ — оператор Лапласа;
∇p — градиент давления.

Пренебрегая краевыми эффектами, получим
vz = vz(r, t). Поскольку течение является осесим-
метричным и не рассматривается осевое вращение
поршня, компонента скорости vϕ = 0. Из уравне-
ния неразрывности получим, что vr = 0. Таким об-
разом, рассматриваемое течение жидкости соответ-
ствует нестационарному параллельному течению.
Уравнение Навье–Стокса (3) запишется в виде:

ρvz,t = −p,z + µ

(
vz,rr +

1

r
vz,r

)
, (4)

где градиент давления p,z = (∆p/L)g(t).
Граничные условия на поверхности поршня

(r = r1) и цилиндра (r = r2 = r1 + h) определя-
ются из условия залипания:

vz(t, r1) = vp(t), vz(t, r2) = 0. (5)

Для исследования системы проведем обезраз-
меривание уравнений. В качестве характерного раз-
мера выберем ширину зазора h, а для безразмерно-
го времени выберем обратную частоту потока ω−1.
Размерные величины примут вид (безразмерные ве-
личины записаны с тильдами):

z = hz̃, r = hr̃, v = (hω)ṽ, t = ω−1t̃.

Опуская тильды, запишем безразмерную си-
стему:

vz,t = apg(t) + af
(
vz,rr + r−1vz,r

)
, (6)

vp,t = bpg(t)− kpzp− kf sgn(vp)− bfvz,r(r = r1), (7)

zp,t = vp, (8)

где ap =
∆P

L

1

ρhω2
— амплитуда давления для жид-

кости; af =
1

Re
=

µ

ρh2ω
; Re =

ρh2ω

µ
— число Рей-

нольдса; bp =
∆P

L

1

ρphω2
= apρ/ρp — амплитуда

давления для поршня; bk = ω2
0/ω

2; ρp — плотность

материала поршня; bf =
2µ

ρpr1hω
=

1

Re

2

r1

ρ

ρp
— вели-

чина, характеризующая силу вязкого трения. Вели-
чины, характеризующие материальные параметры
и геометрию системы, размерны.

2.2. Декартовые координаты

Уравнения движения поршня в цилиндриче-
ской трубе представляют собой плоскую двухмер-
ную задачу. Проведем сравнение этих уравнений с
плоским параллельным течением в декартовой си-
стеме координат (течение в плоском канале с по-
движной границей) для того, чтобы определить
параметры, при которых кривизной трубы можно
пренебречь.

Начало декартовой системы координат поме-
щено на поверхности поршня, ось Ox — вдоль дви-
жения поршня, Oz — перпендикулярно движению
поршня (рис. 2). Течение индуцируется приложен-
ным вдоль слоя перепадом давления p(t) = ∆pg(t).

Система уравнений, описывающая динамику
жидкости и поршня в безразмерном виде (харак-
терный размер — h, характерное время — ω−1), при-
мет вид:

vx,t = apg(t) + afvx,rr, (9)

vp,t = bpg(t)−kpxp−kf sgn(vp)− bfvx,z(z = 0), (10)

xp,t = vp, (11)

где коэффициенты ai, bi и ki (где i = {p, f}) сов-
падают с соответствующими коэффициентами для
цилиндрической системы координат с учетом обо-
значений R = r1, S1 = Sℓ и Sp = Sf .
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Рис. 2. Геометрия задачи в декартовых координа-
тах

Уравнение движения поршня в цилиндриче-
ской и декартовой геометрии полностью совпадают,
если выбрать S1 = Sℓ и Sp = Sf . Уравнение Навье–
Стокса в цилиндрической геометрии содержит до-
полнительное слагаемое в правой части, учитыва-
ющее кривизну трубы:

afr
−1vz,r. (12)

Таким образом, задачу в цилиндрической си-
стеме координат можно свести к плоскому парал-
лельному течению в декартовой системе коорди-
нат, когда слагаемое (12) не вносит существенного
вклада в уравнение Навье–Стокса, т.е. при vz,rr ≫
r−1vz,r или при af ≪ ap. Для типичных параметров
системы и большой амплитуды градиента давления
(∆p ∼ 105 Па) последнее условие выполняется в мо-
менты времени, когда |g(t)| 6∼ af/ap ∼ 10−8, т.е.
во время пренебрежимо малой доли периода пере-
пада давления.

2.3. Численная реализация

Уравнения (6) с граничными условиями (5) за-
писывались с помощью метода конечных разностей
и решались численно методом Ньютона. Уравнение
Навье–Стокса записывалось в виде численной схе-
мы Кранка–Николсона:

vj+1;i
z − vj;iz

∆t
= apf(tj)+

+
af

2∆h2
(vj+1;i+1
z − 2vj+1;i

z + vj+1;i−1
z +

+vj;i+1
z − 2vj;iz + vj;i−1

z )+

+
af

4∆hri
(vj+1;i+1
z − vj+1;i−1

z + vj;i+1
z − vj;i−1

z ),

где индекс i соответствует i-му узлу по координате
и j соответствует j-му узлу по времени.

Уравнения движения поршня запишутся в ви-
де:

vj+1
p −vjp

∆t
=bpf(tj)−kpzp−bfvz,r|r=r1−kf sgn(vjp),

zj+1
p − zjp

∆t
= vjp.
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Рис. 3. Зависимость координаты поршня от вре-
мени без трения (−) и с сухим трением:
F0 = 1 Н (−−), F0 = 20 Н (- - -)

После записи дифференциальных уравнений
через конечные разности, мы получаем систему ал-
гебраических уравнений, которую, дополняя пер-
вым граничным условием (5) в виде vj=0,i

z = vip,
мы связываем переменные vz и vp. Для получения
установившегося периодического течения методом
Ньютона, с использованием явной схемы по коор-
динатам, необходимо просчитать несколько полных
периодов с очень малым шагом по времени (для
обеспечения точности по координате и сходимости
схемы). Для оптимизации численной схемы была
выбрана неявная схема по координате и на каж-
дом временном шаге решение находилось с помо-
щью итерационного метода Ньютона–Рафсона. По-
грешность вычислений не превышала 1% при раз-
биении сетки по координате на 50 узлов и 2 · 105

шагов по времени за 1 с.

3. Результаты моделирования

Расчеты проводились для следующих парамет-
ров: диаметр трубы 2r1 = 10−2 м, ширина зазора
h = r1/50, длина поршня L = 10−2 м. Парамет-
ры для материала поршня (алюминий) и жидко-
сти (авиационный керосин ТС-1) были взяты при
температуре T = 20◦С: плотность поршня ρ =
2700 кг/м3, плотность жидкости ρ = 780 кг/м3, вяз-
кость жидкости µ = 1, 5 · 10−3 Па·с, упругость пру-
жины k = 1 . . . 5 кН/м. Амплитуда перепада давле-
ния ∆P = 105 Па.

На рис. 3 показана зависимость безразмер-
ной координаты положения поршня (в единицах h)
от безразмерного времени (в периодах колебания
внешней силы) для параметров kf = kp = 0 и в от-
сутствии вязкого трения. Зависимость координаты
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Рис. 4. Зависимость координаты поршня от време-
ни с учетом жесткости пружины и для F0 =
0 Н: kp = 1000 Н/м (−), kp = 2500 Н/м
(−−), kp = 5000 Н/м (- - -)

от времени периодическая со сдвигом фазы относи-
тельно внешнего давления g(t) ∼ cos t на π.

Наличие сухого трения F0 приводит к тому, что
смещается положение равновесия и амплитуда ко-
лебаний (рис. 3). С уменьшением значений силы су-
хого трения (F0 < 15 Н) увеличивается количество
периодов необходимых для выхода динамики порш-
ня на периодический режим. При больших значени-
ях силы трения (F0 > 15 Н) выход на периодиче-
ский режим происходит с первого периода. Отме-
тим, что часть времени внешняя сила меньше си-
лы трения покоя ap cos t < Fs и поршень покоится
(горизонтальные участки в зависимости z(t)). При
силе сухого трения F0 > 30 Н поршень покоится
практически все время.

Учет жесткости пружины приводит к суще-
ственному изменению характера движения поршня
(рис. 3), поскольку кроме периодического градиен-
та давления в системе действует упругая сила пру-
жины. Уравнение движения поршня

zp,tt = −kpzp + bp cos t

имеет следующее установившееся решение:

zp = C1 cos(
√
bkt) + C2 sin(

√
bkt) −

bp
1 − bk

cos t,

где C1 и C2 — константы интегрирования. Из ре-
шения видно, что координата поршня zp имеет две
периодические составляющие — с частотой пере-
пада давления ω и собственной частотой колеба-
ния системы поршень–пружина ω0 = ω

√
bk. Для

типичных параметров системы k = 2, 5 кН/м и
m = 8, 5 г собственная частота колебаний системы
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Рис. 5. Зависимость координаты поршня от вре-
мени с учетом жесткости пружины kp =
2500 Н/м для различных сил трения: F0 =
1 Н (−), F0 = 20 Н (- - -)

ω0 =
√
kp/m ≈ 1700 рад/с (f0 ≈ 270 Гц). Для ча-

стот внешней силы ω = 2π · 40 Гц ≈ 250 Гц ∼ ω0

возможны резонансные явления в системе. С ро-
стом коэффициента упругости kp растет и собствен-
ная частота колебаний ω0 ∼

√
kp, а амплитуда ко-

лебаний уменьшается. Период колебаний при этом
будет равен наименьшему общему кратному частот
ω и ω0. Точка равновесия смещается к zp = 0. При
больших значениях коэффициента упругости пру-
жины kp система переходит к периодическому ре-
жиму за небольшое время.

При совместном действии сухого трения и
жесткости пружины (рис. 5) режим движения
поршня зависит от величины силы трения. С ро-
стом величины силы трения F0 амплитуда колеба-
ний поршня и время установления периодическо-
го режима движения уменьшаются, причем часто-
та колебаний устанавливается равной частоте пе-
репада давления. Точка равновесия соответствует
zp = 0.

Уравнение движения поршня с учетом жестко-
сти поршня и силы сухого трения имеет вид:

vp,t = −kpzp + bp cos t− bfsgn(vp).

Умножив уравнение на скорость поршня vp и пре-
образовав, получим закон изменения механической
системы «поршень–пружина»:

dE

dt
=

d

dt

(
v2
p

2
+ kp

xp
2

)
= bpvp cos t− bf |vp|.

На рис. 6 показаны зависимости от времени вкла-
дов в изменение энергии системы компонент с пере-
падом давления (bpvp cos t) и силой трения (bf |vp|),
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Рис. 6. Изменение энергии системы со временем
для F0 = 20 Н, kp = 2500 Н/м: (−) мощ-
ность перепада давления, (−−) мощность
силы трения, (- - -) результирующая мощ-
ность

а также результирующий вклад в систему. Видно,
что периодический перепад давления вносит вклад
в рост энергии системы (закачка энергии), а си-
ла трения уменьшает энергию системы (диссипа-
ция энергии). При установившемся движении ре-
зультирующий вклад энергии имеет периодический
характер и равен нулю за период. Таким образом,
механическая энергия системы сохраняется — вся
входящая энергия переходит во внутреннюю.

При наличии вязкого трения с учетом жестко-
сти пружина в первые периоды колебаний не оказы-
вает существенного влияния, однако, через продол-
жительное время (нескольких десятков периодов)
влияние становится существенным (рис. 7). Период
колебаний совпадает с периодом изменения пере-
пада давления и амплитуда колебаний уменьшает-
ся почти вдвое. Амплитуда градиента скорости vz,r
на поверхности r = r1 увеличивается при увеличе-
нии жесткости пружины, течение устанавливается
за один период (рис. 8). Воздействие силы вязкого
трения совпадает с воздействием малой силы сухо-
го трения по периоду колебаний и уменьшению ам-
плитуды колебаний при установившемся течении,
но при воздействии сухого трения форма колебаний
остается симметричной по периодам, а при вязком
трении она немного меняется от периода к периоду.

4. Начальные условия

В численной реализации уравнения движения
поршня в начальный момент времени t = 0 предпо-
лагалось, что поршень находится в точке zp(0) = 0
и начальная скорость zp,t(0) = 0 при максимальном
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Рис. 7. Зависимость координаты поршня от време-
ни без вязкого трения (−) и с вязким тре-
нием (– –) для kp = 2500 Н/м

значении перепада давления g(0) = 1. Для получе-
ния установившегося режима течения необходимо
просчитать большое количество периодов по време-
ни, особенно для малых сил трения: вязкого трения
и сухого трения с Ff < 1 Н. Необходимо учесть и
то, что для ряда параметров смещение поршня от
равновесного состояния может быть значительным
и превышать величину характерного хода поршня
(zmax = 1 мс ∼ 100h или 100 в безразмерных вели-
чинах). В этом случае, при численной реализации
необходимо выбрать начальные условия таким об-
разом, чтобы координата поршня не выходила за
диапазон −zmax/2 6 zp 6 zmax/2.

Рассмотрим различные начальные условия на
поршень с учетом сдвига фазы перепада давления
относительно начального момента времени. При пе-
риодическом перепаде давления g(t) = cos(t + ϕp)
(размерная частота ω), где ϕ — фаза давления в
начальный момент времени t = 0. Уравнение дви-
жения поршня для координаты положения поршня
zp (пренебрегая влиянием жидкости на движение
поршня):

zp,tt = bp cos(t+ ϕp).

Т.е. поршень движется по закону

zp=−bp cos(t+ϕp)+(ż0−bp sinϕp)t+(z0+bp cosϕp),

где z0 — начальное положение поршня и z0,t —
начальная скорость поршня. Для того чтобы пор-
шень колебался относительно неподвижной точки
xr , необходимо выполнение условия:

z0,t − bp sinϕp = 0 ⇒ v0,t = bp sinϕp. (13)

Точка xr будет центральной для пути поршня по
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Рис. 8. Зависимость градиента скорости vz,r на по-
верхности r = r1 от времени с жесткостью
kp = 0 Н/м(−) и kp = 2500 Н/м (−−)

периоду при выполнении условия:

z0 + bp cos(t+ ϕp) = 0 ⇒ z0 = −bp cos(t+ ϕp). (14)

Рассмотрим два возможных значения началь-
ной фазы ϕp и соответствующие начальные усло-
вия, удовлетворяющие условиям (13) и (14):

1. ϕp = 0, g(t) = cos t : zp = −bp cos t+ z0,tt+(z0 +
bp). Начальная скорость поршня равна нулю
z0,z = 0 и поршень находится в крайнем левом
положении z0 = −bp. Данный случай подходит
для моделирования движения поршня без огра-
ничений на ход поршня. Учет течения жидко-
сти приведет к изменению амплитуды колеба-
ний поршня.

2. ϕp = −π/2, g(t) = sin t : zp = −bp sin t+ (z0,t +
bp)t + z0. Начальная скорость поршня макси-
мальна, поршень движется влево z0,t = −bp и
находится в центральной точке z0 = 0. Данный
случай подходит для моделирования движения
поршня с ограничением и без ограничения на
ход поршня. Учет течения жидкости приведет
к изменению максимальной скорости поршня
и при движении без ограничения хода поршня
может привести к появлению линейной компо-
ненты скорости движения поршня.

Отметим, что при моделировании движения
поршня с пружиной, равновесная точка всегда на-
ходится в координате zp = 0 за счет упругой силы,
всегда направленной к этой точке.

5. Заключение

В работе было проведено исследование движе-
ния поршня в цилиндрической трубе с учетом вяз-

кого и сухого трений, а также жесткости пружины.
Было получено, что в рассматриваемых диапазо-
нах материальных параметров системы при учете
жесткости пружины возможен резонанс. Совмест-
ное воздействие жесткости пружины и сухого тре-
ния проводит к тому, что точка равновесия опре-
деляется наличием жесткости пружины (zp = 0), а
период колебаний — наличием силы сухого трения
(колебания происходят на частоте перепада давле-
ния, а не на собственной частоте). С ростом как
жесткости пружины, так и силы сухого трения, ам-
плитуда колебаний поршня уменьшается. Для ма-
лых сил трения (как сухого, так и вязкого) выход
на периодический режим движения происходит за
большое количество циклов. В системе с пружиной
влияние вязкого трения значительно. При больших
перепадах давления кривизной трубы можно пре-
небречь и свести задачу к нестационарному парал-
лельному течению в плоском капилляре.
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Рассматривается задача моделирования процесса электрохимической обработки металла с помощью плос-
кого электрода–инструмента. Моделирование нестационарного процесса образования выступа на металличе-
ской заготовке осуществляется с учетом переменной функции выхода по току. Описано применение метода
фильтрации для уточнения параметров обработки.

1. Введение

В известных работах по моделированию элек-
трохимической обработки (ЭХО) (см. например, [1–
3]) решаются задачи различной сложности, учиты-
вающие разные факторы, влияющие на процесс об-
работки.

При ЭХО поле считается чисто электрическим
и при этом потенциальным.

Для задач ЭХО границы, как правило, бывают
двух типов: непроницаемые (поверхности изолиро-
ванных частей электродов) и рабочие поверхности
электродов. На непроницаемых границах нормаль-
ная составляющая напряженности равна нулю.

На границах, соответствующих поверхности
электродов, величина потенциала

Φa = 0 + ϕa, Φc = −U + ϕc, (1)

где U — напряжение на электродах; ϕa и ϕc — анод-
ный и катодный потенциалы соответственно.

Для ЭХО на импульсном токе в качестве ос-
новного расчетного соотношения используется за-
кон Фарадея

dh

dt
= η (j) kI

αm
ρκ

j = η (j)
k

κ
j, k =

kIαm
ρ

, (2)

где h — толщина растворенного металла; t — вре-
мя; η — анодный выход по току; αm — массовый
электрохимический эквивалент растворяемого ме-
талла; j — плотность тока; kI — величина, обратная
скважности импульсов; ρ — плотность материала.

Ранее при решении задач ЭХО принималось,
что зависимость выхода по току от плотности то-
ка либо постоянна, либо она аппроксимировалась

гиперболой [2, 4], либо дробно-квадратичной функ-
цией [2].

В данной работе экспериментальная зависи-
мость выхода по току от напряженности аппрок-
симировалась дробно-линейной функцией

η (j) =





0, j ≤ β,

η0
j − β

j − γ
, j > β,

(γ < β) . (3)

Однако оказалось, что параметр γ сравни-
тельно мал, и аппроксимация гиперболой имеет
практически такую же погрешность. Использова-
ние гиперболы позволяет свести задачу исследо-
вания различных режимов обработки к расчетам
форм при изменении всего лишь одного параметра
α = E1/E0, где E0 — характерное значение напря-
женности.

2. Постановка плоских задач

Рассмотрим в качестве примера задачу ЭХО,
схема которой (в сечении) изображена на рис. 1.
Плоский электрод–инструмент (ЭИ) A′FCGB′ со
щелью FG движется вертикально вниз со скоро-
стью Vn. С течением времени поверхность анодаAB
изменяется за счет электрохимического растворе-
ния согласно закону Фарадея (2). Поверхности ЭИ
и обрабатываемой детали считаются эквипотенци-
альными (потенциал детали равен нулю, потенциал
ЭИ равен −U).

Таким образом, для задачи, рассмотренной на
рис. 1, при эквипотенциальных электродах область,
соответствующая МЭП, на плоскости комплексно-
го потенциала имеет форму вертикальной полосы
шириной U (см. рис. 2).
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Рис. 1. Схема МЭП

Рис. 2. Форма образа МЭП на плоскости ком-
плексного потенциала

Известны решения задач Хеле–Шоу, получен-
ные на основе методов конечных разностей, конеч-
ных и граничных элементов [4]. Тем не менее, раз-
работанные ранее методы не обладают достаточной
устойчивостью к накоплению погрешности при рас-
чете длительных переходных процессов.

Отобразим конформно области, соответству-
ющие МЭП на плоскостях Z и W , на полосу χ
(рис. 3). Тогда задачу определения функции W (Z),
аналитической на области МЭП и удовлетворяю-
щей условию эквипотенциальности анода и катода,
можно решать в параметрическом виде.

Необходимо найти три аналитические внутри
полосы 0 < ℑχ < 1 функции W (χ), Z(χ,t) и
∂Z/∂t (ζ, t), удовлетворяющие определенным кра-
евым условиям. Функция W (χ) осуществляет кон-
формное отображение полосы на полосу (и не зави-
сит от времени).

Краевым условием для определения функции
Z(χ,t) является равенство известной при каждом
фиксированном t функции f(σ,t) мнимой (или дей-
ствительной) части Z(χ,t) на границе χ = σ
(−∞<σ<∞).

Тогда краевым условием для определения про-
изводной ∂Z/∂t(ζ, t) на части границы, соответ-

Рис. 3. Форма образа МЭП на параметрической
плоскости χ

ствующей поверхности анода служит равенство [3]

ℑ
(
∂Z

∂t

∂Z

∂σ

)
= −kη (σ)

∂Ψ

∂σ
. (4)

На участках границы, соответствующих по-
верхности ЭИ, растворения не происходит, поэтому
в точках, расположенных на этих границах, пра-
вая часть (4) равна нулю (в системе координат свя-
занной с ЭИ). Уравнение (4) является более об-
щим видом краевого условия по типу уравнения
Полубариновой–Галина [3].

3. Нестационарная обработка плос-
ким ЭИ со щелью

Рассмотрим плоскую нестационарную задачу
электрохимического растворения с помощью ЭИ,
представляющего собой фольгу со щелью шириной
2l (рис. 1).

Асимптотическая величина зазора на бесконеч-
ности влево S изменяется и приближается к стаци-
онарной величине

Sst =
kU

Vet
η

(
U

Sst

)
=
kU

Vet
η0

(
U
Sst

− E
U
Sst

)
=

=
kUη0
Vet

(1 − α) , α =
E1Sst
U

, E1 =
j1
κ
.

(5)

Задачи удобнее решать в безразмерном виде.
Сведение к безразмерным величинам для данной
задачи проведем следующим образом. В качестве
характерного размера l выберем величину стацио-
нарного зазора. Перейдем к безразмерным величи-
нам z, x, y, τ и w, где

z =
Z

Sst
, x =

X

Sst
, y =

Y

Sst
,

τ =
Vet
Sst

t =
kη0(1 − α)

S2
st

t,

w =
W

U
, η̃ (σ) =

η (κEn)

η0
.

(6)
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При этом согласно (4):

ℑ
(
∂z

∂τ

∂z

∂σ

)
= −η̃ (σ)

∂ψ

∂σ
, (7)

vet = −dy
′
A

dτ
= − Sst

SstVet

dY ′
A

dt
= 1,

vecm = −dyA
dτ

=
1 − αs (τ)

s (τ) (1 − α)
,

s =
S

Sst
,

ds

dτ
= vecm − vet.

(8)

Конформное отображение w(χ) (рис. 2) осу-
ществляется формулой

w = ϕ+ iψ = iχ,
dw

dχ
= i.

Функцию z(χ, τ) представим в виде суммы
z (χ, τ) = z0 (χ, τ) + z∆ (χ, τ), где z (χ, τ) — искомая
функция; z0 (χ, τ) — известная функция с особенно-
стями, выбираемая из условия равенства нулю на
бесконечности мнимой части z∆ (χ, τ); z∆ (χ, τ) —
неизвестная функция. В неподвижной системе ко-
ординат

z(χ, τ) = s (τ)χ− i

τ∫

0

vecm (τ1) dτ1 +

+ µ (τ) th
πχ

2
+ z∆ (χ, τ) ,

(9)

где −i
τ∫
0

vecm (τ1) dτ1 — слагаемое, которое опреде-

ляет движение асимптоты к анодной поверхности

вниз; µ (τ) th
πχ

2
— функция, отображающая поло-

су на полуплоскость с горизонтальным разрезом,
проходящим через бесконечность. Параметр µ (τ)
определяется отношением l к s(τ).

Функция z∆(χ, τ) получается следующим об-
разом. Будем искать решение на границе χ = σ
в узловых точках σm(m = 0, . . . , n). Задаваемы-
ми будут значения ℑz∆ (σm, τj) = ym. Примем
ℑz∆ (σ0, τ) = 0, ℑz∆ (σn, τ) = 0, поскольку z∆ (σ, τ )
быстро (как экспонента) убывает при σ → ±∞.
Значения ℑz∆ (σ, τ ) в промежуточных между узло-
выми точках найдем с помощью кубического сплай-
на P (σ,τ), имеющего две непрерывные производные

Для восстановления функции z∆ (χ, τ) исполь-
зуем формулу Шварца с учетом того, что z∆ (χ, τ)
аналитическая функция, имеющая, как и z0 (χ, τ),
чисто действительные значения на прямой ℑχ = 1:

z∆ (χ, τ) = shπχ

∞∫

0

P (σ, τ )
dσ

chπσ − chπχ
. (10)

Производная равна

dz

dχ
(χ, τ) = s (τ) +

π

2

µ (τ)

ch2 πχ
2

+
∂z∆
∂χ

(χ, τ) ,

∂z∆
∂χ

(χ, τ)=

∞∫

0

ℑ∂z∆
∂σ

(σ, τ )
shπσ

chπσ−chπχdσ.
(11)

Для определения µ (τ) запишем уравнение для
полуширины щели ЭИ

l = s (τ) γ (τ) + µ (τ) cth
πγ (τ)

2
+

+z∆ (γ (τ) + i, τ) .

(12)

На плоскости χ обозначим γ(τ)+ i образ точки
G, определяемый уравнением

∂z

∂σ
= s (τ) − µ (τ)

π

2sh2
πγ (τ)

2

+

+
∂z∆
∂σ

(γ (τ) + i, τ) = 0,

(13)

так как G является точкой возврата. Таким обра-
зом, параметры µ(τ) и γ(τ) определяются на каж-
дом временном шаге путем решения системы урав-
нений (12), (13).

Нестационарная задача сводится к решению
системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений численным методом с конечным шагом по
времени ∆τ . При этом на каждом временном ша-
ге τj решаются задачи конформного отображения
полосы параметрической плоскости χ на физиче-
скую плоскость z. В полном объеме эта задача ре-
шается только при τ = 0, так как после каждого
шага по времени значения переменных ym(τj) яв-
ляются известными, и остается только подставить
их в сплайн и интеграл Шварца (10). После это-
го остается решить краевую задачу: найти частную

производную
∂z∆
∂τ

(χ, τj) как аналитическую функ-
цию комплексного параметра χ, удовлетворяющую
краевому условию (7).

Для вычисления производной
∂z∆
∂τ

(χ, τj) при-

меняется способ, аналогичный применяемому для
определения конформного отображения z∆ (χ, τj).
Искомыми параметрами на каждом временном ша-

ге τj = j∆τ будут значения ℑ∂z∆
∂τ

(σm, τj) = qm.

Значения ℑ∂z∆
∂τ

(σ, τj) в промежуточных между уз-

ловыми точках найдем с помощью кубического

сплайна Q(σ,τ). Для восстановления
∂z∆
∂τ

(χ, τ) ис-

пользуем формулу Шварца (10).
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Рис. 4. Формы обрабатываемой поверхности при
l = 1 (α = 0, 25)

Определим производную
∂z

∂τ
при χ = σ + i0 с

учетом (8):

∂z

∂τ
=
ds

dτ
σ − ivecm +

dµ

dτ
th
πχ

2
+
∂z∆
∂τ

. (14)

Значения qm определяются методом коллока-
ций [3] по краевому условию (7) с учетом (11),
(14) и того, что ψ = σ. На катоде краевое усло-
вие ℑz(σ + i) = s выполняется за счет выбора ви-
да искомой функции (9). Численно задача решает-
ся методом предиктор–корректор второго порядка
с использованием сплайна и интеграла Шварца на
каждом временном шаге.

4. Численные результаты

На рис. 4–7 показаны формы нестационарной
обрабатываемой поверхности при различных l: l =
1 (рис. 4, 5) и l = 3 (рис. 6, 7) для α = 0, 25 и
α = 0, 5. Видно, что при l = 1 при рассмотренных
α наблюдается установление стационарной формы,
однако, при l = 3 стационарное решение не устанав-
ливается, а происходит неограниченный рост высо-
ты выступа. Это объясняется тем, что при l = 1 на-
пряженность в верхней точке выступа имеет значе-
ния большие, чем E1, а при l = 3 за счет отдаления
от кромок ЭИ напряженность становится меньше,
чем E1 (с начала процесса или с некоторого момен-
та времени), и растворения в этих точках не про-
исходит. Устанавливается некоторая «финальная»
форма.

В работе было проведено сравнение форм вы-
ступов, полученных экспериментально и расчетно.
Расхождение МЭЗ порядка 10–20% при расчете с
η = const наблюдается в области, близкой к ос-
нованию («прикомлевой»). При расчете формы с
помощью предложенного численного метода и ис-
пользования экспериментальной зависимости η(j)
погрешность существенно уменьшается.

Рис. 5. Формы обрабатываемой поверхности при
l = 1 (α = 0, 5)

Рис. 6. Формы обрабатываемой поверхности при
l = 3 (α = 0, 25)

Рис. 7. Формы обрабатываемой поверхности при
l = 3 (α = 0, 5)
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Рис. 8. Результаты фильтрации по ∆τ для оценки
погрешности и уточнения результатов

Рис. 9. Зависимость погрешности округления от τ

Рис. 10. Результаты фильтрации и оценки погреш-
ности по числу узлов n

Поскольку установление финальной формы
происходит значительно медленнее, для исследова-
ния этой зависимости применяется многоэтапная
фильтрация. На рис. 8 показаны зависимости оце-
нок относительной погрешности от шага по без-

размерному времени ∆τ для λ = 3; n = 144;
∆τ = ∆τ/∆τ0, ∆τ0 = 0,01 с помощью фильтра-
ции [5]. Видно, что фильтрация позволяет суще-
ственно уточнить результаты. Однако с увеличени-
ем τ точность ограничивается наличием погрешно-
сти округления. Согласно рис. 9 зависимость этой
погрешности от lg τ близка к линейной y = 16 − 2 ·
lg τ .

Влияние числа узловых точек n на погреш-
ность проиллюстрирована на рис. 10 для λ = 3; τ =
32; ∆τ = 0, 01. Обнаруживаются степенные состав-
ляющие погрешности с fj (n) = n−kj , kj = 1, 3, 5,. . .

5. Выводы

На основе ТФКП предложена новая двумерная
математическая модель нестационарного процесса
ЭХО. Найдены формы выступов, возникающих на
обрабатываемой поверхности при обработке плос-
ким ЭИ со щелью.

Сравнение форм выступов на обрабатываемой
поверхности, полученных экспериментально и тео-
ретически, показало их удовлетворительное совпа-
дение.

С помощью методов фильтрации численных
результатов найдены закономерности и параметры,
характеризующие погрешность финальных форм
обрабатываемой поверхности.
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Течение эмульсий, в подготовке которых исключалось

присутствие механических включений1

Рахимов А.А.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УНЦ РАН, Уфа,

Центр «Микро- и наномасштабная динамика дисперсных систем», БашГУ, Уфа

Проводились опыты с водоуглеводородными эмульсиями с различными эмульгаторами в капиллярах дли-
ной 2 см, диаметрами 40 и 100 мкм. Чтобы исключить влияние механических примесей, сопоставимых по
размеру с диаметром капилляра, в первом случае компоненты эмульсии были профильтрованы через мел-
коячеистые фильтры. Во втором случае полученная таким образом эмульсия фильтровалась дополнительно
через систему, состоящую из 3-х сетчатых фильтров с размерами ячеек 30–40 мкм. В капилляре 100 мкм
такая эмульсия приходила в состояние запирания. Дополнительная фильтрация эмульсии через сетчатые
фильтры привела к увеличению вязкости, но при этом в 100 мкм капиллярах время до наступления запира-
ния в 2–3 раза больше, чем у исходной. Реология использованных эмульсий хорошо описывается моделью
Оствальда-де-Вааля. Определили, что запирание эмульсии в большей степени обусловлено наличием вклю-
чений, а не вязкостью эмульсии.

1. Введение

Гидродинамика дисперсий жидкость–
жидкость в микроканалах сталкивается с об-
наруженным ранее свойством — динамическим
запиранием, которое не может быть описано в пре-
делах классических реологических представлений.
Эффект динамического запирания, обнаруженный
в экспериментах с микроканалами, состоит в том,
что движение эмульсии через элемент микрока-
нала со временем останавливается, несмотря на
постоянно действующий перепад давления [1, 2].
Изучение течения эмульсий в микроканалах с
сужениями и их использование в экспериментах с
цилиндрическими капиллярами показало большую
роль микровключений. Для исключения влияния
механических примесей, сопоставимых по размеру
с диаметром капилляра, которые могли бы играть
определенную роль в процессе динамического
запирания, в первом случае компоненты эмуль-
сии были профильтрованы через мелкоячеистые
фильтры. Во втором случае полученная таким
образом эмульсия фильтровалась дополнитель-
но через систему, состоящую из 3-х сетчатых
фильтров с размерами ячеек 30–40 мкм. Состав и
способ приготовления использованной эмульсии:

1Работа выполнена при частичной поддержке Гранта Ми-
нистерства образования и науки РФ (11.G34.31.0040), а так-
же Программы фундаментальных исследований ОЭММПУ
«Механика неоднородных жидкостей в полях внешних сил».

дизтопливо (зимнее) — 39,6% (профильтровали
через фильтр Millipore 0,22 мкм); раствор хлорида
натрия (26 г соли на 100 мл дистиллированной
воды) — 59,4% (в магнитной мешалке мешали
более 10 часов, отфильтровали через вату и далее
через фильтр Millipore 0,22 мкм); эмульгатор
«Композиция 24-09» — 1% (профильтрован через
фильтровальную бумагу 2,7 мкм). По проше-
ствии 40 минут после приготовления эмульсии
наблюдается образование нескольких небольших
(меньше 1 мм) коалесцировавших капель воды и
частичное расслоение компонентов эмульсии. При
встряхивании капли воды дробятся и эмульсия
приобретает однородность, за время порядка часа
происходит осаждение микрокапель эмульсии,
появляется верхний слой углеводородной фазы
(дизельное топливо с эмульгатором).

2. Методы и результаты

Несмотря на то, что все компоненты эмульсии
были профильтрованы, не исключается возмож-
ность появления механических примесей из воздуха
при перемешивании или каким-либо другим обра-
зом. Чтобы проверить их наличие и исключить вли-
яние на запирание мы пропустили эмульсию через
сужения 80 и 40 мкм в трубку, соединенную с мик-
роканалом 100 мкм (рис. 1).

Эмульсия через подводящую полиэтиленовую
трубку с внутренним диаметром 2,5 мм подается на
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Рис. 1. Схема движения эмульсии под действием перепада давления (слева направо): а — через капилляр с
сужением, б — течение через капилляр эмульсии, прошедшей через сужение

термоосаждающую трубку с внутренним диамет-
ром 2 мм, соединенную с ней металлической труб-
кой. Термоосаждающая трубка соединена со стек-
лянным капилляром с сужением (80 мкм), имею-
щим во входной и выходной частях внешний диа-
метр 1,5 мм, внутренний — 700 мкм. После про-
хождения через сужение эмульсия собирается в со-
единительной полиэтиленовой трубке, которая в та-
кой же последовательности соединена с капилля-
ром, имеющим внешний диаметр 1,5 мм, внутрен-
ний — 100 мкм (рис. 1(а)). После того как в поли-
этиленовой трубке накапливается достаточное ко-
личество эмульсии, прошедшей через микроканал
с сужением, капилляр с сужением убирается и дав-
ление подается на ее вход (рис. 1(б)).

Цилиндрический микроканал с сужением мож-
но охарактеризовать длиной 400 мкм, на которой
отклонение от диаметра в узкой части 80 мкм не
более 10% (в обе стороны).

При перепаде давления 100 кПа эмульсия с
большой скоростью около 5 м/с протекает через
сужение, это соответствует скоростям деформации
сдвига 1, 3 · 105 c(−1), тем не менее визуально де-
струкция эмульсии не обнаруживается. На 270-ой
секунде при течении через сужение течение эмуль-
сии существенно замедляется и наступает запира-
ние. За это время проходит достаточно большое ко-
личество эмульсии — 6 мл. Видеоизображения, ил-
люстрирующие изменения, происходящие в суже-
нии при протекании эмульсии приведены на рис. 2.

На 250-ой секунде появляется неоднородность,
когда проходит через нее прозрачная капля воды,
в течении одного кадра видно, что эта некая по-
лупрозрачная структура возможно, твердая части-
ца. Далее, на нее начинают нагромождаться дру-
гие частицы и с 260-ой секунды по показаниям
весов происходит уменьшение скорости потока, на
275-ой секунде расход уменьшается почти на поря-
док и на 325-ой секунде прекращается. По видео-
изображениям видно, что начинается формирова-

ние четочной структуры, которая начинает прояв-
ляться через 5 секунд и достаточно отчетливо вид-
на на приведенных кадрах через 15 секунд (340-ая
секунда). По перемещению структуры можно оце-
нить скорость в сужении — около 1 мм/с, что соот-
ветствует расходу 0,005 мкл/с, это на 3,5 порядка
меньше начального расхода. Можно отметить, что
при течении чистой эмульсии через плавное суже-
ние эффект динамического запирания не проявля-
ется. Наличие небольших волокнистых, либо дру-
гих образований, которые застревают в сужении,
не приводят к значительным изменениями расхода.
Но скопление на них имеющихся, даже в профиль-
трованной эмульсии, мелких образований приводит
к формированию твердой структуры, которая гид-
родинамически «прозрачна», но на ней происходит
формирование структуры из микрокапель, приво-
дящей к запиранию эмульсии.

Эмульсия, прошедшая через сужение в коли-
честве 6 мл, скопилась в подводящей трубке перед
капилляром диаметром 100 мкм, длиной 2 см. При
подаче перепада давления 100 кПа началось тече-
ние эмульсии (рис. 3).

Несколько больший расход в начале видимо

Рис. 2. Кадры, отображающие изменение картины
течения эмульсии в сужении, под кадрами
приведено время от начала подачи перепа-
да давления 100 кПа
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обусловлен частичным осаждением водной фазы в
подводящей трубке у входа в капилляр. Величи-
на расхода и скорости на начальном участке (10–
50 с) Q = 3, 7 мкл/с, v = 0, 47 м/с, соответственно
γ̇ = 9400 c(−1); далее (1300–1800 с) они стали рав-
ными Q = 1, 5 мкл/с, v = 0, 19 м/с, соответствен-
но γ̇ = 3800 c(−1). Величина расхода значительно
меньше, по сравнению с течением через сужение,
из-за сравнительно большой длины капилляра. За-
пирание произошло через 15 минут, на кадрах ви-
деозаписи видно образование четочной структуры,
скорость течения в состоянии запирания снижает-
ся с 710 мкм/с до 9 мкм/с за 7 минут (рис. 4,
кадры 1–3). Через полминуты после приведенно-
го кадра давление увеличили до 200 кПа, появи-
лось очень медленное течение, спустя 30 секунд
оно стало быстро нарастать. Расход стал равным
Q = 3, 6 мкл/с, скорость — v = 0, 46 м/с, соответ-
ственно γ̇ = 9200 c(−1) (в интервале 1700–1800 с);
далее (в интервале 2250–2320 с) они стали равны-
ми Q = 9, 1 мкл/с, v = 1, 16 м/с, соответственно
γ̇ = 23200 c(−1).

Соотношение скоростей при начальном перепа-
де и его удвоении также приблизительно удваивает-
ся, что говорит о том, что в этом диапазоне скоро-
стей деформации неньютоновские свойства эмуль-
сии практически не проявляются. Через 13 минут
наступает запирание, переход кривой в состояние
запирания с изломом возможно свидетельствует о
том, что у входа сначала сформировалась твердая
«пробка». Образующаяся четочная структура отоб-
ражена на кадрах видеозаписи (рис. 4, кадр 4), по
ним также оценены изменения скорости в состоя-
нии запирания v = 9 мкм/с. При подаче 300 кПа
(3012–3569 с) расход судя по графику не меняется,
по видеозаписи видно небольшое увеличение скоро-
сти до 100 мкм/с (рис. 4, кадр 5). Сброс до нуля и
подача давления 300 кПа (12 секунд длительность
сброса и подача 3583–3779 с, второй раз сброс — 4 с,
подача 3784–3833 с) не оказали влияния на запер-
тую структуру, это по всей видимости свидетель-
ствует о том, что «скелет» запирающей структуры
состоит из твердых частиц, один из размеров кото-
рых меньше 80 мкм. Тем не менее они сформирова-
ли структуру, на которой далее образовалась запи-
рающая структура из водных капель эмульсии.

Параллельно с экспериментом в капилля-
ре провели реологические измерения эмульсии
(рис. 5). Линии прямого и обратного хода с хорошей
степенью достоверности аппроксимируются зависи-
мостью Оствальда-де-Ваале τ = 0, 0532γ̇0,9034 Па.
Соответствующая ей зависимость для вязкости
имеет вид: η = 0, 053γ̇(−0,097) Па·с, при этом η =
0, 034 Па·с для γ̇ = 100 с(−1) и η = 0, 027 Па·с для

Рис. 3. Зависимость объема (прошедшей через
сужение) эмульсии протекающей через ка-
пилляр 100 мкм при перепаде давления
100, 200, 300 кПа, сброс и подача давле-
ния 300 кПа — 2 раза

Рис. 4. Структура течения в капилляре после за-
пирания при перепадах давления 100 и
200 кПа

Рис. 5. Реологическая зависимость эмульсии в
двойном логарифмическом масштабе
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γ̇ = 1000 с(−1). Прямой и обратный ход практиче-
ски совпадают, что говорит о динамической устой-
чивости эмульсии.

Была проведена серия экспериментов по тече-
нию эмульсии через цилиндрический микроканал с
сужением, его можно охарактеризовать длиной 400
мкм, на которой отклонение от диаметра в узкой
части 40 мкм не более 10% (в обе стороны). Во всех
случаях в течении первых 10–30 секунд в сужении
появились соринки.

Чтобы избежать влияния соринок при течении
в микроканалах, описанная ранее эмульсия, полу-
ченная из фильтрованных компонентов, была до-
полнительно пропущена через 3 последовательно
закрепленные сетки с размерами ячеек не более
30 мкм, используемые в инфузионных системах для
внутривенного вливания. Через сетчатые фильтры
эмульсия поступала в шприц, из него проводилось
заполнение подводящих трубок. Далее, по исполь-
зованной ранее схеме (рис. 2(а)), эмульсия проходи-
ла через сужение 40 мкм и собиралась у входа ка-
пилляра диаметром 100 мкм. В течении часа набра-
лось 1,8 мл эмульсии, дополнительная фильтрация
существенно изменила влияние включений. Тем не
менее, в конце первого часа образовалась некоторая
структура, на которой произошло запирание.

Дополнительно профильтрованную эмульсию,
прошедшую через сужение 40 мкм, начали прока-
чивать при перепаде давления 100 кПа через капил-
ляр длиной 2 см диаметром 100 мкм (рис. 6). Пред-
положительно в этой эмульсии никаких включений
размером более 40 мкм не может быть. Эмульсия,
протекающая через микроканал, по прохождении
450 с переходит в состояние динамического запира-
ния. При подаче перепада давления 200 кПа тече-
ние возобновляется практически с удвоенной скоро-
стью и достаточно быстро течение останавливает-
ся. Подача давления 300 кПа никаких изменений не
вызывает. Соответствующие графику кадры при-
ведены на рис. 7. Можно отметить, что четочная
структура проявилась спустя небольшое время по-
сле подачи 200 кПа.

Реологические свойства использованных
эмульсий с хорошей достоверностью аппрокси-
мируются степенной зависимостью, т.е. моделью
Оствальда-де-Вааля (рис. 8, 9). Уменьшение
вязкости при последующих измерениях скорее
всего связано с оседанием дисперсии в перерывах
между измерениями, поэтому в расчетах необхо-
димо использовать результаты первых измерений,
полученные при «прямом ходе».

Линии прямого и обратного хода с хоро-
шей степенью достоверности аппроксимируются
зависимостью Оствальда-де-Ваале. Для прямого

Рис. 6. Зависимость объема от времени протекшей
перед этим через сужение эмульсии при
пропускании через капилляр длиной 2 см,
диаметром 100 мкм при ступенчатом изме-
нении перепада давления

Рис. 7. Визуализация течения в капилляре диа-
метром 100 мкм, под кадрами время от на-
чала движения

Рис. 8. Реологическая зависимость эмульсии в
двойном логарифмическом масштабе
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Рис. 9. Реологическая зависимость дополнительно
фильтрованной эмульсии в логарифмиче-
ском масштабе

хода τ = 0, 3098(̇γ)0,5584 Па. Соответствующая
ей зависимость для вязкости имеет вид: η =
0, 3098γ̇0,4416 Па·с, при этом η = 0, 04204 Па·с для
γ̇ = 100 с(−1).

Дополнительная фильтрация эмульсии через
сетчатые фильтры привела к увеличению вязкости
(рис. 9), это, по всей видимости, обусловлено дроб-
лением капель при продавливании эмульсии через 3
слоя сеток. Меньшее изменение вязкости при после-
дующих измерениях можно объяснить уменьшени-
ем скорости седиментации при меньших размерах
микрокапель эмульсии.

Линии прямого и обратного хода с хорошей сте-
пенью достоверности аппроксимируются зависимо-
стью Оствальда-де-Ваале τ = 0, 7056γ̇(0,5006) Па.
Соответствующая ей зависимость для вязкости
имеет вид: η = 0, 7056γ̇(0,4994) Па·с, при этом η =
0, 08029 Па·с для γ̇ = 100с(−1).

3. Заключение

В результате проведенных экспериментов с
эмульсией из отфильтрованных компонентов, с до-
полнительной фильтрацией самой эмульсии и про-
теканием через сужения можно отметить:

1. Наблюдающиеся запирания в сужениях все-
гда обусловлены появлением рыхлой или твердой
частицы, застревающей в сужении.

2. Приведенные попытки с изучением течения
эмульсии через обычно используемый капилляр,
предварительно пропущенной через сужение, диа-
метр которого меньше капилляра, и в 2,5 раза мень-
ше, дополнительно профильтрованные от включе-
ний, показали, что во всех случаях обнаруживается
эффект динамического запирания. Не исключает-
ся, что включения даже меньшего размера по срав-
нению с диаметром капилляра способствуют на-
ступлению динамического запирания.

3. Реология использованных эмульсий хорошо

описывается моделью Оствальда-де-Вааля, допол-
нительная фильтрация приводит к некоторому уве-
личению вязкости.
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Топологические превращения в каплях

нематохолестерика при развитой электроконвекции1
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Институт физики молекул и кристаллов УНЦ РАН, Уфа

Экспериментально изучены динамика и взаимопревращение дефектов в нематохолестерических каплях в
зависимости от соотношения радиуса капли R к шагу спирали P в электрическом поле. Показано, что в за-
висимости от соотношения R/P и приложенного напряжения могут реализованы различные ориентационно-
структурные превращения. В частности, когда соотношение R/P < 1 наблюдаются капли с одним разрушен-
ным буджумом. Приложение переменного электрического напряжения приводит к вращению последнего. В
случае R/P ∼ 1 динамика вращения дисклинационной линии трансформируется в процесс периодическо-
го распада буджума (с топологическим индексом S = 1) на два поверхностных дефекта. В случае, когда
R/P > 1, наблюдается процесс слияния двух поверхностных дефектов с топологическим индексом 1/2 в
объемный дефект типа «еж» с S = 1. Обсуждаются механизмы наблюдаемых процессов.

1. Введение

В последние годы значительный интерес ис-
следователей вызывает изучение и использование в
электрооптических устройствах анизотропных дис-
персных сред, представляющих собой взвеси ка-
пель жидких кристаллов в полимерных матри-
цах (капсулированные полимером жидкие кристал-
лы — КПЖК) [1–5]. Это связано с рядом нетри-
виальных физических свойств жидких кристаллов
(ЖК) в малых объемах с замкнутой геометрией,
что позволяет, например, уменьшить времена от-
клика КПЖК ячеек на воздействие электрическо-
го поля, упрощать оптические схемы считывания
(без применение поляризаторов), создавать гибкие
ЖК устройства большой площади и т.д. Кроме то-
го, в КПЖК проявляются более сложные и раз-
нообразные ориентационные процессы, чем в элек-
трооптических ячейках на основе однородных сло-
ев ЖК; наблюдаются различные топологические
дефекты [2, 6, 7], которые играют важную роль
в протекании различных процессов (фазовые пре-
вращения, пластические деформации и т.п.). Мно-
гообразие неоднородных распределений в КПЖК
чрезвычайно велико и их природа тесно связана
с характером упорядочения ЖК. Свойство, даю-
щее возможность создавать требуемую ориентаци-
онную структуру КПЖК посредством формирова-
ния соответствующих граничных условий, служит

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант № 12–
02–97039) и финансовой поддержке компании ОПТЭК.

основой для функционирования всех современных
электрооптических ЖК устройств. Исследования
локальных переходов Фредерикса [8] заложили ос-
нову для формирования нового подхода к управ-
лению ЖК. Так в работе [9] впервые наблюдался
локальный переход Фредерикса для плоского слоя
нематика, где в качестве возмущающего внешнего
фактора выступало изменение температуры. Капли
нематика с изменяющимися граничными условия-
ми за счет вариации температуры рассматривались
в работах [6,7,10]. В работах [11–14] изучены нерав-
новесные ориентационные структуры КПЖК, воз-
никающие при модификации граничных условий за
счет добавки гомеотропного сурфактанта в каплях
нематика, диспергированного в полимерной матри-
це. В [6] теоретически предсказан и эксперимен-
тально продемонстрирован сценарий трансформа-
ции директора сферических капель нематика, дис-
пергированных в изотропной жидкости. В рабо-
те [15] был предложен и реализован новый ме-
тод управления ориентационной структурой капель
ЖК, основанный на модификации поверхностно-
го сцепления ионообразующих сурфактантами под
действием электрического поля, который наиболее
актуален для практических приложений.

Таким образом, дисперсные системы на осно-
ве ЖК активно исследуются. Однако, в основном
изучаются равновесные ориентационные переходы,
в то время, как динамика структурных превраще-
ний и дефектообразования в закритичной области
неустойчивости капель представлена незначитель-
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(а) (б) (в)

(г) (д)

Рис. 1. Изображения капель с одним разрушенным
буджумомї— (а), (б), где (в) схематиче-
ское изображение распределения поля ди-
ректора, (г) вращающаяся линия и (д) схе-
ма распределение поля директора для нее
(R = 50 мкм)

но. В связи с этим, целью данной работы являет-
ся исследование динамики циклических процессов
распада и слияния дефектов в каплях нематохо-
лестерика, инициируемых переменным электриче-
ским полем.

2. Методика эксперимента

Исследуемые образцы представляют со-
бой смесь на основе нематического ЖК —
n-(4-метоксибезилиден)-4-бутиланилин и холесте-
рического ЖК — холестерилхлорид в пропорции
1 : 0.0017 и 1 : 0.0022 весовых долей. Для опре-
деления шага спирали полученных смесей был ис-
пользован метод, представленный в [16], co зна-
чениями равновесных шагов P = 72 мкм и
P = 54 мкм соответственно. ЖК-ячейка разме-
щалась на термостолике HCS250 (Instec, США)
с термостабилизацией лучше 0.01◦ C. Термосто-
лик располагался на вращающемся предметном
столике поляризационно-оптического микроскопа
AxioImager A1.m (Carl Zeiss, Германия). Для полу-
чения капель в изотропном окружении, располо-
женная в термостолике ЖК-ячейка перегревалась
для полного перехода ЖК в изотропное состоя-
ние. Затем ячейка медленно остужалась до появ-
ления зародышей мезофазы, которые далее укруп-
нялись до образования ЖК-капель нужного раз-
мера. Величина получаемых капель регулирова-
лась либо охлаждением — для увеличения разме-
ров, либо нагреванием для их уменьшения. Изме-
рения размеров капель проводились в программ-
ном пакете AxioVision Rel.4.7 (Carl Zeiss, Германия)
со встроенной системой определения размеров объ-
екта. Точность определения размеров капель была
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Рис. 2. Зависимость угловой скорости вращения
буджума от приложенного напряжения U
для P = 72 мкм

порядка ∼ 1 мкм. Полученные с помощью видеока-
меры PCO VX-440 (Instec, Германия) эксперимен-
тальные изображения и последовательности видео-
изображений оцифровывались с помощью фрейм-
граббера Pinnacle USB-700 (Pinnacle System, Герма-
ния) с разрешением 720÷576 пикселей и записыва-
лись на жесткий диск для дальнейшей обработки.
К ЖК-слою прикладывалось переменное электри-
ческое напряжение Uс частотой f = 50 Гц.

3. Циклические процессы распада
буджума

Рассмотрим структурные превращения в кап-
лях с шагом P равновесного геликоида в диапа-
зоне 54 6 P 6 72 мкм и R > 25 мкм, где об-
разуются капли с одним разрушенным буджумом
(рис. 1(а), 1(б)). Состояния этих капель становят-
ся нестационарными, т.е. они начинают вращаться
при достижении порогового значения U ∼ 1.5 В.
При напряжении выше 7 В оптическая картина ста-
новится более сложной — появляется дисклинаци-
онная линия (рис. 1(г)), которая продолжает вра-
щаться.

Для этих капель (рис. 1) были определены уг-
ловые скорости вращения ω как функции прило-
женного напряжения U с учетом их радиусов R.
Как видно из графиков (рис. 2), угловая скорость
вращения дефекта растет с напряжением, причем,
в каплях с меньшим радиусом скорость вращения
выше. Кроме того, можно выделить две области
на кривой зависимости ω(U) (рис. 2) для капель
с R & 50 мкм, которые разделены точкой перегиба
U0 ≈ 6.4 В. При напряжении UEC . 6.8 В вращение
капли может быть связано с электромеханическим
эффектом [17], когда угловая скорость ω ∼ E,

dφ

dt
=
νeE

3γ1
∼ U, (1)
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(а) (б) (в)

(г) (д) (е)

Рис. 3. Изображения циклического движения ка-
пель при напряжении U = 5.5 B (а)–(е).
Стрелками показаны поверхностные дефек-
ты и направления их движения (R =
50 мкм)

где νe — коэффициент электромеханического сцеп-
ления; γ1 — динамический коэффициент вязкости
НХЖК. Как видно из выражения (1), угловая ско-
рость ω ∼ E, а значит также ω ∼ U , что достаточно
хорошо согласуется с экспериментом (рис. 2). При
значениях 6.4 6 U 6 6.8 имеет место переходная
область включения электроконвективного механиз-
ма, а далее угловая скорость ω ⋍ U2. Из уравнения
Навье–Стокса с учетом электрических сил получа-
ем следующее [18]

η∆v = E δq, (2)

где η — обычный коэффициент вязкости; v — кон-
вективная скорость; δq — аккумулированный свя-
занный объемный заряд в ЖК за счет анизотропии
проводимости. С учетом уравнения Пуассона

div Ẽ =
1

ε
δq, (3)

из (2) следует
v ∼ E2 ∼ U2. (4)

А поскольку в циклическую частоту ω имеется
вклад скорости электроконвективного движения,
то для нее из выражения (4) качественно получаем

ω ∼ v ∼ U2. (5)

Последнее также хорошо согласуется с эксперимен-
тальной зависимостью (рис. 2). Как было сказа-
но выше, в этом случае трансформация структуры
капли приводит к вращению уже дисклинационной
линии (рис. 1(г)), при этом равновесный шаг холе-
стерической спирали P = 72 мкм, а радиус капли
R ≈ 25 мкм.
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Рис. 4. Зависимость периода циклического распа-
да буджума от приложенного напряжения
U для капель с различными радиусами R
и шага спирали P = 54 мкм

Если уменьшить шаг спирали до 54 мкм, то
в каплях размером R & 50 мкм начинается про-
цесс периодического распада буджума на два по-
верхностных дефекта (рис. 3(б)). Здесь же (рис. 3)
приводится последовательность фаз движения по-
верхностных дефектов от распада (рис. 3(б, д)) до
слияния (рис. 3(в, е)), которое завершает цикл пре-
вращений (рис. 3(а–е)). Порог начала этого про-
цесса приблизительно Uth ≈ 5 В (рис. 4). Следу-
ет отметить, что в отличие от схемы перехода от
«ежа» к биполярной капле в чистом нематике, в
случае капель слабого нематохолестерика (рис. 3(а–
е)) итоговая конфигурация биполярной капли яв-
ляется скрученной.

Именно благодаря этой скрученности в иссле-
дуемых каплях, вероятнее всего, и образуется пара
стенок, изображенных на рис. 3(б, д). Для этого
случая, а именно, процесса периодического распа-
да буджума на два поверхностных дефекта, были
определены зависимости угловой скорости от вели-
чины приложенного напряжения (рис. 4), которые
коррелируют с зависимостями, изображенными на
рис. 2. А именно, в области напряжений U . Uth
(рис. 4), где циклическое движение структурой осо-
бенности — дефектов, стенок, дисклинационых ли-
ний и т. д. предположительно обусловлены электро-
механическим эффектом, эти зависимости подоб-
ны. По мере приближения к пороговым значениям
электрического поля, развитие электроконвекции в
каплях R/P ⋍ 1 инициирует процесс периодическо-
го распада и разрушения буджума на два поверх-
ностных дефекта с последующим их слиянием. На
рис. 4 этому соответствует скачок ω (R & 50 мкм),
в сторону ее уменьшения, для более же мелких ка-
пель при U & Uth характерен нелинейный рост ско-
рости вращения дисклинационной линии и отсут-
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(а) (б)

Рис. 5. Изображение равновесного состояние кап-
ли НХЖК с шагом P = 54 мкм при U =
5.5 В; в центре находится «еж» — (а); схе-
ма распределения поля директора в капле
с «ежом» — (б)

(а) (б) (в)

(г) (д) (е)

Рис. 6. Наблюдаемые структуры в каплях НХЖК
в смесях с шагом 54 ÷ 25 мкм, для капель
с диаметром 94 ÷ 224 мкм

ствие процессов деления объемного дефекта.

4. Экспериментальное моделирование

распада «ежа» на два поверхност-
ных дефекта

По сравнению со статическими равновесными
переходами в каплях НХЖК спектр динамических
нестационарных структур значительно шире. Здесь
существенное значение имеет соотношение толщи-
ны слоя, размера капель и величины равновесного
шага спирали, индуцированного холестерическим
допантом. В частности, соотношениеR/P было зна-
чительно больше 1. В данном разделе рассматрива-
ется динамика структурных превращений капель, в
которых восстановление временной динамики ори-
ентационных превращений крайне затруднено, что
связано с появлением в объеме капли электрокон-
вективных вихрей. Однако, в этой ситуации воз-
можно изучение циклических процессов рождения
и схлопывания линий, дисклинаций, дефектов.

Изображение равновесного состояния капли до
начала развития динамических процессов приведе-
но на рис. 5(а). Дальнейшее увеличение приложен-

Рис. 7. Изображения последовательности проме-
жуточных структур при скачкообразном
изменении приложенного напряжения от
9.5 В до 5.5 В в разные моменты времени
для капли с радиусом R = 62 мкм. (а) по-
листруктура соответствующая напряжению
9.5 В; (б) структура капли после переклю-
чения напряжения до 5.5 В, где стрелками
показаны формирующиеся дефекты на гра-
нице цилиндрической капли; (б–е) расхож-
дение пары дефектов (стрелками указано
крайнее положение пары дефектов); (ж–и)
слияние; (к–м) переход «ежа» в центр кап-
ли

ного напряжения инициирует образование различ-
ных полиструктур в зависимости от диаметра кап-
ли. На рис. 6 изображены характерные виды по-
листруктур с различным количеством стенок и де-
фектов. В частности, наблюдаются полиструктуры
с одним и более лучами, в том числе, и нестационар-
ные (рис. 6(б, г, е)). Причем, наличие определенного
количества лучей связано с устойчивой и неустой-
чивой конфигурациями электроконвективных вих-
рей, развивающихся в теле капли, и их размерами
по отношению к диаметру капель.

Для более детального понимания изучаемых
периодических превращений и экспериментально-
го моделирования процесса была исследована ре-
лаксация поля директора от сложных конфигура-
ций его распределения (рис. 6(д)) до равновесного
состояния ориентационного поля капли (рис. 5(а)).
Это делалось следующим образом: выбиралась, на-
пример, пятилучевая структура (рис. 6(д)), ко-
торой соответствовало напряжение 9.5 В, затем
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Рис. 8. Временная динамика расхождения, слияния поверхностных дефектов и переход «ежа» к центральному
расположению. (а) зависимость угла расхождения дефектов от времени для случая рис. 7(б–е); (б)
обратный процесс — зависимость угла начала схождения до момента слияния от времени (рис. 7(е–и));
(в) зависимости расстояния локализации дефекта относительно центра в различные моменты времени
для случая представленного на рис. 7(и–м)

напряжение изменялось скачком типа ступеньки
до 5.5 В (конечное равновесное состояние капли
(рис. 5)). Переход к этому квазиравновесному со-
стоянию занимает определенное время, за которое
происходит ряд структурных превращений в кап-
лях. В частности, наличие стенок и дефектов в кап-
лях инициирует процесс релаксации и аннигиля-
ции, так что сумма топологических индексов всех
дефектов

N∑

i=1

Si ⇒ 1,

и в конце процесса итоговая конфигурация с S = 1
соответствует наличию в центре капли «ежа».

На рис. 7 показана последовательность проме-
жуточных структур, зафиксированных через опре-
деленный временной интервал. В момент изме-
нения скачком напряжения, лучевая структура
быстро релаксирует до состояния одной дискли-
национной линии (рис. 7(б, в)), которая диссипи-
руя формирует на границе капли пару дефектов
(рис. 7(б)), двигающихся в противоположные сто-
роны по поверхности до диаметрального располо-
жения (рис. 7(б–е)). В течение этого времени идет
релаксация внутреннего упругого напряжения кап-
ли, которая и приводит к разбеганию этой пары де-
фектов. Состояние капли на рис. 7(е) (стрелками
указано это положение) является началом обратно-
го движения дефектов до их слияния рис. 7(и). По-
сле чего дефект, двигаясь к центру, занимает рав-
новесносимметричное положение.

Для описания распада объемного и слияния по-
верхностных дефектов была изучена временная ди-
намика их движения для трех процессов: расхож-
дение (рис. 7(б–е)), слияние (рис. 7(е–и)) и переход
к объемному расположению дефекта (рис. 7(к–м)).
На рис. 8 изображены соответствующие временные

зависимости, отражающие выше означенные про-
цессы. Для первого случая — процесса расхожде-
ния дефектов (рис. 8(а)), построена зависимость
центрального угла α от времени t, которая опи-
сывает процесс торможения дефектов при стрем-
лении α ≃ 180◦ C. После достижения точки разво-
рота α ≃ 180◦ C процесс начинает идти в обратную
сторону до их слияния. Этому соответствуют за-
висимости углов β(t) для различных размеров ка-
пель (рис. 8(б)). Вцелом, зависимости рис. 8(а) и
рис. 8(б) являются взаимодополняемыми в релак-
сационном смысле.

Проанализируем влияние процесса релаксации
поля директора в фазах разбегания и слияния де-
фектов (рис. 7(б–и)). Для этого оценим характер-
ные времена релаксации поля директора, связан-
ные с упругими напряжениями. Это можно сделать
по известной формуле [19]:

τd =
γ1 · d2

π2 ·K , (6)

где γ1 = 0.077 Hc/м2 — динамическая вязкость
ЖК; K = 5.5 · 10−12 Н — среднее значение кон-
станты упругости (значения параметров приведе-
ны из [18]); d = 25 мкм — толщина слоя. Для
данных значений параметров получим τd ≈ 1 c
время релаксации. Тогда как, согласно зависимо-
сти (рис. 8(б)) эти характерные времена динами-
ки движения дефектов зависят от размера капель,
а не от толщины слоя d. Это подтверждается ка-
чественными расчетами τD с использованием то-
го же самого выражения (6), где вместо толщи-
ны слоя d подставляем значения диаметров R ка-
пель и, соответственно, получаем: τD=122 мкм ≈ 21 c,
τD=88 мкм ≈ 11 c, τD=72 мкм ≈ 8 c, что вполне со-
относится с зависимостями рис. 8(б). Теперь рас-
смотрим последнюю фазу — движение дефекта к



128 Труды Института механики УНЦ РАН, 2012. Выпуск 9, ч II.

центру капли (рис. 7(и–м)), которой соответству-
ет ряд зависимостей расстояния локализации де-
фекта относительно центра в различные моменты
времени (рис. 8(в)). Эти зависимости по своему ха-
рактеру являются релаксационными e−t/τd и свя-
заны с нивелированием упругих напряжений, об-
разовавшихся вследствие смещения «ежа» из цен-
тра. Оценки времен для случая экспоненциальной
релаксации из рис. 8(в) дают: (1) τR=62 мкм ≈ 3 c,
(2) τR=44 мкм ≈ 1 c, (3) τR=36 мкм ≈ 1 c, что говорит
в пользу релаксации обычного типа, определяемой
толщиной слоя ЖК.

5. Заключение

Таким образом, из полученных данных сле-
дует, что для капель нематохолестерика в зави-
симости от размера выше порога динамической
неустойчивости характерны периодические процес-
сы зарождения и схлопывания структурных стенок.
Этот процесс связан с распадом разрушенного буд-
жума на два поверхностные дефекта с последую-
щим их слиянием, что завершает период превраще-
ний.

Также установлено, что в каплях с размерами
много больше толщины слоя, в так называемых пе-
ретяжках, при воздействии переменного поля сна-
чала возникает осцилляция линейного дефекта, за-
тем образование структурной стенки и его пери-
одического движения, дальнейшее увеличение на-
пряжения приводит к появлению осциллирующих
двух-, трех-, четырех-, пяти-, шестилучевых поли-
структур.

Показано, что при переключении от напряже-
ний, когда образуются полиструктуры, до напряже-
ний выше порога динамической устойчивости воз-
никает деление объемного дефекта–ежа на два по-
верхностных с последующим слиянием этих дефек-
тов в один, который вновь переходит в объем. Весь
сложный процесс релаксации можно разбить на два
этапа: 1) деление объемного заряда на два поверх-
ностных и, соответственно, обратный ему процесс —
слияние; 2) возвращение объемного дефекта в рав-
новесное состояние — в центр капли. Времена рас-
пада и слияния (процесс 1) существенно зависят от
размера капель и не вписываются, по порядку ве-
личины, в обычную схему процесса ориентационной
релаксации поля директора, время которой состав-
ляет порядка 1 с. Случай 2 — возвращения объем-
ного дефекта в центр, достаточно хорошо согласу-
ется с представлениями об ориентационной релак-
сации поля директора определяемой толщиной об-
разца.
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Возникают ситуации, когда происходит прорыв трубопровода с нефтепродуктами, находящегося под водой.
В результате нефть разливается на поверхности, загрязняя окружающую среду. Подводные течения и ве-
тер могут унести нефтяное пятно далеко от места утечки. Поэтому визуально определить место прорыва
трубопровода по пятну нефти на поверхности не всегда представляется возможным.
Для решения подобных задач предлагается установка вдоль трубопровода тензодатчиков, которые снима-

ют значения производной смещения
∂u(x, t)

∂x
(деформации) в различные моменты времени, а также ис-

пользование простейшей модели трубопровода, в основе которой лежат уравнения продольных колебаний
однородного стержня.
Получены формулы определения момента и места разрыва трубопровода по данным тензодатчика и пред-
ложена схема взаимодействия с ГЛОНАСС, которая позволяет мгновенно обнаруживать места утечек и
повреждений трубопроводов, проложенных под водой, и своевременно ликвидировать последствия аварии.
Применение предложенной схемы минимизирует последствия аварии для окружающей среды и финансовые
издержки.

1. Введение

Возникают ситуации, когда происходит про-
рыв трубопровода с нефтепродуктами, находяще-
гося под водой. В результате нефть разливается на
поверхности, загрязняя окружающую среду. Под-
водные течения и ветер могут унести нефтяное
пятно далеко от места утечки. Поэтому визуаль-
но определить место прорыва трубопровода по пят-
ну нефти на поверхности не всегда представляется
возможным. Место прорыва может быть определе-
но с помощью определенных датчиков, встроенных
в трубопровод изначально.

2. Цели и задачи

На рис. 1 предложена схема поиска поврежде-
ния трубопровода, находящегося на дне моря. Ос-
новной принцип заключается в том, что при раз-
рыве трубы (на схеме точка «a») возникают про-
дольные волны, которые распространяются вдоль
трубопровода. В некоторый момент эти волны до-
стигают тензодатчиков «b», которые расположены
вдоль всего трубопровода с некоторым периодом.
Эти датчики регистрируют возмущение, определя-
ют свое текущее положение через систему глобаль-
ного позиционирования ГЛОНАСС (на схеме точка

«c») и подают сигнал на пульт управления. Дан-
ный сигнал состоит из координат датчика, време-
ни прихода первой волны и графика возмущений.
Автоматизированная система управления (компью-
тер), после обработки полученного графика, вы-
дает характер возможных повреждений, его ме-
стоположение и время возникновения. Возможная
утечка нефти перепроверяется с помощью датчи-
ков давления. Если подтверждается падение давле-
ния на данном участке, подается команда на закры-
тие соответствующих автоматических задвижек в
трубопроводе. Через систему ГЛОНАСС подается
предупреждающий сигнал кораблям, находящимся
поблизости от места аварии. Кроме того, тут же
дается указание к выдвижению к найденному ме-
сту происшествия (координаты которого определе-
ны по найденным формулам) команды специали-
стов для устранения последствий аварии и сбора
разлившихся нефтепродуктов.

Разрыв трубопровода можно рассматривать
как одиночный удар, либо взрыв, или как разви-
вающуюся трещину, тогда возмущения будут сла-
быми по мощности, но более продолжительными.
Признаками того, что имеются повреждения, мо-
жет также служить и падение давления на линии.
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Рис. 1. Схема разрыва трубопровода на дне моря: a — место утечки; b — тензодатчик; c — система ГЛОНАСС,
d — разлив нефтепродуктов на поверхности
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Рис. 2. Схема удара груза массой M по стержню в
момент времени t0: a — состояние до удара;
b — после удара

3. Методы исследования

Вопрос о месте разрыва трубопровода решает-
ся с помощью упрощения на основе математической
модели о продольных колебаниях стержня. Более
точно рассматривается цилиндрический стержень,
оба конца которого свободны (см. рис. 2(a)).

В какой-то момент времени t0 свободный конец
подвергается удару груза массы M , движущегося
вдоль оси со скоростью v. Решается задача опреде-
ления момента времени t0 удара, длины стержня l,
массы груза M и скорости v по данным датчика,

который снимает значения деформации

(
∂u

∂x

)
се-

чения стержня с абсциссой x1 в различные моменты
времени t (см. рис. 2(b)). Модуль упругости стерж-
ня , площадь его поперечного сечения S и объемная
плотность ρ считаются известными.

Данная задача принадлежит к классу обрат-
ных ретроспективных задач [1]. Близкие по поста-
новке задачи рассмотрены в работах [2–6]. В [2] рас-
сматривается аналогичная задача для стержня с
встроенным сейсмодатчиком, а не тензодатчиком,
как в настоящей работе. В работе [3] установле-
на аналитическая зависимость между характерами
трещиноподобного дефекта и показателями проч-
ностных и гидравлических свойств трубопроводов
в виде математических моделей. В [4] предложен
метод диагностики подземных трубопроводов, в [5]
рассмотрены обратные динамические задачи для
дифференциальных уравнений теории упругости,
в [6] решена задача для струны с двумя датчика-
ми. В [7] предложено использование спутниковой
связи в автоматизированной навигационной систе-
ме диспетчерского контроля и учета работы транс-
порта нефтедобывающих предприятий. Однако по-
ставленная здесь задача отличается от перечислен-
ных как по постановке, так и по методу решения.

Как известно, уравнение продольных колеба-
ний однородного стержня имеет вид [8, 9]:

∂2u

∂t2
= a2 ∂

2u

∂x2

(
a =

√
E

ρ

)
. (1)
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Граничное условие на левом конце (x = 0) бу-
дет, очевидно,

ux(0, t) = 0. (2)

Далее, уравнение движения груза под действи-
ем силы реакции стержня, которая равна по вели-
чине усилию в сечении x = l стержня и направлена
в противоположную сторону, имеет вид:

ml
∂2u

∂t2

∣∣∣∣
x=l

= −a2 ∂u

∂x

∣∣∣∣
x=l

, (3)

где через m =
M

ρSl
обозначено отношение массы

движущегося груза к массе стержня.
Начальные условия записываются следующим

образом:

u|t=t0 = 0 при 0 ≤ x ≤ l,

∂u

∂t

∣∣∣∣
t=t0

= 0 при 0 ≤ x ≤ l,

∂u

∂t
= −v при t = t0x = l.

(4)

Второе начальное условие означает, что в мо-
мент удара движущегося груза все промежуточные
сечения стержня имеют скорость равную нулю, а
скорость конца стержня равна скорости груза.

Решение начально-краевой задачи (1), (2), (3),
(4) известно (см., например, [9]). Нас же интересует
обратная к (1), (2), (3), (4) задача.

В терминах начально-краевой задачи (1), (2),
(3), (4) интересующую нас обратную задачу можно
сформулировать так: известна величина a и значе-

ния
∂u

∂x
в точке x1 при изменении временного пара-

метра t. Требуется определить l, t0, m, v.

4. Результаты

Определим сначала момент t0 удара груза и
длину стержня l. Для этого воспользуемся тем, что
скорость распространения продольных волн стерж-
ня постоянна и равна a (см., например, [8]). До уда-
ра груза стержень находился в состоянии покоя.
При ударе по стержню возникают продольные коле-
бания. Первоначально по стержню распространяет-
ся только обратная волна (u(x, t) = −ϕ(at−at0+x)).
В какой-то момент времени t1 она достигнет точ-
ки x = x1 и будет зафиксирована датчиком. Мо-
мент t1 — это момент перехода с u(x1, t) = 0 к
u(x1, t) < 0. При t = t0 + l/a обратная волна
достигнет закрепленного конца и при t0 + l/a <
t < t0 + 2l/a к ней прибавится отраженная вол-
на ϕ(at − at0 − x), т. е. решение будет иметь вид
u(x, t) = ϕ(at−at0−x)−ϕ(at−at0+x). В некоторый
момент t2 датчиком будет зафиксирован минимум

функции u(x1, t) в интервале t0+ l/a < t < t0+2l/a.
При t = t0 +2l/a волна ϕ(at− at0 − x) отразится от
конца x = l, так что слагаемое ϕ(at−at0+x) в пред-
ставлении u(x, t) в интервале t0+2l/a < t < t0+3l/a
будет иметь уже другое выражение. В какой-то мо-
мент t3 датчиком будет зафиксирован максимум
функции u(x1, t) в интервале t0+2l/a < t < t0+3l/a.

За время T = t3 − t2 волна пройдет расстояние
S = 2(l − x1). Поскольку она двигается со скоро-
стью a, имеем a = S/T . Откуда

l = x1 + a(t3 − t2)/2. (5)

Зная l легко найти t0. После момента удара по
стержню (t = t0) распространяется только обрат-
ная волна (u(x, t) = −ϕ(at−at0+x)). Она достигнет
точки x = x1 в момент времени t1. За время t1 − t0
волна со скоростью a пройдет расстояние l − x1.
Следовательно,

t0 = t1 − (l − x1)/a. (6)

Как известно [9], u(x1, t) = ϕ(a(t − t0) + x1) =

−mlv
a

(
1 − exp

(
−at−at0+x1−l

ml

))
при t0 < t < t0 +

l/a,
∂u(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=x1

=
∂

∂x
(ϕ(a(t − t0) + x)|x=x1

=

−v
a

exp

(
−at− at0 + x1 − l

ml

)
при t0 < t < t0 + l/a.

Выбрав два известных значения
∂u(x, t)

∂x
в точке

x = x1 при различных значениях t = t∗1 и t = t∗2
(t∗1, t

∗
2 ∈ (t0, t0 + l/a)), получим систему двух урав-

нений от двух неизвестных m и v:

∂u(x, t∗1)

∂x

∣∣∣∣
x=x1

=−v
a

exp

(
−at

∗
1−at0+x1−l

ml

)
,

∂u(x, t∗2)

∂x

∣∣∣∣
x=x2

=−v
a

exp

(
−at

∗
2−at0+x1−l

ml

)
,

(7)

В качестве t∗1 и t∗2 можно выбрать, например,
следующие значения:

t∗1 =
4l − 3x1

4a
+ t0, t∗2 =

2l − x1

2a
+ t0. (8)

Обозначим
∂u(x, t∗1)

∂x

∣∣∣∣
x=x1

через k1 и

∂u(x, t∗2)

∂x

∣∣∣∣
x=x1

через k2.

Подставив эти значения в (7), получим следу-
ющую систему уравнений:

k1 = −v
a

exp
(
− x1

4ml

)
,

k2 = −v
a

exp
(
− x1

2ml

)
.

(9)
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Обозначим exp
(
− x1

4ml

)
через y. Тогда система

(9) запишется в виде:

k1 =
v

a
y,

vk2 =
v

a
y2.

(10)

Из системы (10) видно, что y =
k2

k1
. Следова-

тельно, exp
(
− x1

4ml

)
=

k2

k1
. Откуда − x1

4ml
= ln

k2

k1и
m = − x1

4l ln
k2

k1

. (11)

Из первой формулы системы (9) получим:

−v
a

exp
(
− x1

4ml

)
=
∂u(x, t∗1)

∂x

∣∣∣∣
x=x1

и, следовательно:

v = −
a
∂u(x, t∗1)

∂x

∣∣∣∣
x=x1

e
−
x1

4ml

. (12)

Таким образом, поставленная обратная задача
решена. Неизвестные l, t0, m, v последовательно на-
ходятся по формулам (5), (6), (11), (12).

5. Заключение

Применение ГЛОНАСС в комплексе с встроен-
ными в трубопровод тензодатчиками, а также ав-
томатизированной системой управления, использу-
ющей полученные формулы и программу, может
своевременно обнаруживать места утечек и повре-
ждений трубопроводов, определять время и место
разрыва трубопровода и тем самым минимизиро-
вать последствия аварии для природы и финансо-
вые издержки для компании. Эта же модель также
применима для поиска и предотвращения незакон-
ной врезки в трубопровод, так как в процессе свер-
ления будут возникать акустические волны, кото-
рые могут быть зарегистрированы тензодатчиками.
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Отражение короткой изгибной бегущей волны от

распределенной массы, прикрепленной к

трубопроводу1

Хакимов А.Г.

Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УНЦ РАН, Уфа

Исследуется отражение от распределенной массы, прикрепленной к трубопроводу, и прохождение короткой
изгибной бегущей волны. Получена зависимость решения от начальной координаты распределенной массы и
ее величины. Решение обратной задачи позволяет определить начальную координату распределенной массы
и ее величину по данным отраженной волны в точке наблюдения.

1. Введение

В протяженных объектах типа магистральных
трубопроводных систем не все участки могут быть
доступны для визуального осмотра и приборно-
го диагностирования [1]. В статье [2] предлагается
метод, позволяющий вычислить местоположение и
объем двух полостей в стержне по собственным ча-
стотам изгибных колебаний. Рассматривается слу-
чай шарнирного закрепления концов стержня. По-
лость моделируется отрицательной сосредоточен-
ной массой. В работе [3] предложен метод отрица-
тельной массы, на основе которого получены новые
результаты определения местоположения и объе-
ма дефекта стержня в виде малой полости по соб-
ственным частотам изгибных колебаний. Примене-
ние метода не зависит от формы полости. Величина
объема полости моделируется абсолютной величи-
ной отрицательной сосредоточенной массы стерж-
ня. В связи с этим сочетание приборного диагно-
стирования в доступном месте (точке наблюдения)
и моделирования отраженных волн от удаленной
точечной воздушной полости представляет опреде-
ленный интерес.

2. Постановка задачи

Предполагается, что из удаленной точки тру-
бопровода круглого поперечного сечения радиусом
R слева направо распространяется короткая изгиб-
ная волна смещения, амплитуда и круговая частота
которой в точке наблюдения O с координатой x = 0

1Работа выполнена при финансовой поддержке Россий-
ского фонда фундаментальных исследований (проект № 11-
01-97003_р_поволжье).

Рис. 1. Расчетная схема

равны W и ω. Принято, что затухающая часть вол-
ны равна нулю. В трубопроводе с жидкостью в точ-
ке с координатой xc прикрепляется распределенная
масса ml (рис. 1). Требуется определить отражен-
ную и проходящую волны по известной распреде-
ленной массе и ее начальной координате, а также
начальную координату распределенной массы и ее
величину по отраженной волне в точке наблюдения.

Уравнения Тимошенко, учитывающие инер-
цию вращения и сдвиг, имеют вид [4]:

∂M

∂x
−Q− ρJ

∂2ψ

∂t2
= 0,

∂Q

∂x
+ (ρF + ρiFi)

∂2w

∂t2
= 0, F = π(R2 −R2

i ),

Fi = πR2
i , J = π(R4 −R4

i )/4,

(1)

где t — время; M и Q — изгибающий момент и пере-
резывающая сила; ρ, F , R, J — плотность, площадь,
наружный радиус и момент инерции поперечного
сечения трубопровода; ρi, Fi, Ri — плотность жид-
кости, площадь сечения «в свету» и внутренний ра-
диус трубопровода; w — прогиб; ψ — угол поворота
сечения при изгибе. Из закона Гука следуют выра-
жения:

M = EJ
∂ψ

∂x
, Q = −GF

(
∂w

∂x
− ψ

)
, (2)
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причем выше и здесь под G подразумевается значе-
ние модуля сдвига, умноженное на коэффициент k′

распределения напряжения в поперечном сечении,
E — модуль упругости.

Уравнения (1) с учетом соотношений (2) можно
записать относительно функции прогиба:

∂4w

∂x4
+
Fηk
Jc2l

∂2w

∂t2
− 1+γk

c2l

∂4w

∂x2∂t2
+
γk
c4l

∂4w

∂t4
=0,

γk =
c2l
c2s
ηk, η1 = 1 +

ρiFi
ρF

,

η2 = 1 +
ρiFi +ml

ρF
.

(3)

где cl =
√
E/ρ, cs =

√
G/ρ — скорости распростра-

нения волн растяжения–сжатия и волн сдвига. При
этом выражения (2) приобретают вид:

M = EJ

(
∂2w

∂x2
− γ

c2s

∂2w

∂t2

)
,

Q=EJ
∂3w

∂x3
−EJ(ρF+ρiF )

GF

∂3w

∂x∂t2
−ρJ ∂

2ψ

∂t2
.

(4)

Принимая функцию w в виде exp(iωt + α̃kx),
из (3) получаем характеристическое уравнение от-
носительно α̃k, корни которого равны ±iαk, ±βk,
причем

αk = ω

[
1 + γk

2c2l
+

(
(1 − γk)

2

4c4l
+

Fηk
Jω2c2l

) 1

2

] 1

2

=
2π

L
,

βk = ω

[(
(1 − γk)

2

4c4l
+

Fηk
Jω2c2l

) 1

2

− 1 + γk
2c2l

] 1

2

.

Решение уравнения (3) принимает вид для
участков 1 и 2:

wk = eiωt(Ake
iαkx +Bke

−iαkx+

+Cke
βkx +Dke

−βkx), k = 1, 2...

Ограниченное решение, удовлетворяющее
условию отсутствия отраженных волн (A = C = 0),
записывается

wk = Bke
+i(ωt−αkx) +Dke

iωt−βkx.

Условия стыкования решений при x = xc (усло-
вия равенства перемещений, углов поворота ψ, из-
гибающих моментов M , перерезывающих сил Q):

w2 = w1, ψ2 = ψ1, M2 = M1, Q2 = Q1. (5)

Условия (5) с учетом (2), (4) записываются в
виде:

w2 = w1,
∂w2

∂x
=
∂w1

∂x
,

∂2w2

∂x2
− 1

c2s

∂2w2

∂t2
=
∂2w1

∂x2
− 1

c2s

∂2w1

∂t2
,

∂w3
2

∂x3
− (ρF + ρiF +ml)

GF

∂3w2

∂x∂t2
=

=
∂w3

1

∂x3
− (ρF + ρiF )

GF

∂3w1

∂x∂t2
, x = xc,

(6)

Поперечное перемещение в трубопроводе зада-
ется в виде незатухающей бегущей изгибной волны

w = W sin(ωt− α1x). (7)

3. Прямая задача

Пользуясь в дальнейшем обозначениями

τ = ωt, ξ =
2πx

L
, ξc =

2πxc
L

, η22 =
L2ω2

c2s
,

η31 =
(ρF + ρiF )L2ω2

GF
, η32 = η31 + χ,

χ =
mlL

2ω2

GF
, w̃k =

wk
W
,

представим (6) в виде (в дальнейшем тильда над w
опускается):

w2 = w1,
∂w2

∂ξ
=
∂w1

∂ξ
,

∂2w2

∂ξ2
− η22

∂2w2

∂τ2
=
∂2w1

∂ξ2
− η2

∂2w1

∂τ2
,

∂3w2

∂ξ3
− (η31 + χ)

∂3w2

∂ξ∂τ2
=

∂3w1

∂ξ3
− η31

∂3w1

∂ξ∂τ2
, ξ = ξc.

(8)

Таким образом, в приведенной простейшей мо-
дели трубопровода с присоединенной массой фигу-
рируют ее координата ξc и параметр χ для распре-
деленной массы.

Представим (7) в виде

wi = sin(τ − ξ), −∞ ≤ ξ ≤ ξc. (9)

Решение (2) имеет вид:

wr = Ar cos(τ + ξ) +Br sin(τ + ξ)+

+e−β1(ξc−ξ)/α1(Cr cos τ +Dr sin τ),

−∞ ≤ ξ ≤ ξc,

(10)

wi1 = Ai1 cos(τ − α2ξ/α1) +Bi1 sin(τ − ξ)+

+e−β2(ξ−ξc)/α1(Ci1 cos τ +Di1 sin τ),

ξc < ξ ≤ ∞.

(11)

Так как при ξ ≤ ξc выполняются равенства
w1 = wi + wr, а при ξ > ξc — равенства w2 = wi1,
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Рис. 2. Перемещения стержня в отраженной волне для начальной координаты распределенной массы ξc =
20π/3 (а), ξc = 40π/3 (б) при различных ml

из условий (8) с учетом соотношений (9)–(11) сле-
дует система уравнений, решение которой здесь не
приводится. При χ = 0 волна, не отражаясь, про-
ходит далее. Решения (10), (11) можно представить
также в виде:

wr = kr sin ((τ + ξ) − φr) + kr1e
−β1(ξc−ξ)/α1×

× sin(τ − φr1), −∞ ≤ ξ ≤ ξc,

wi1 = ki1 sin ((τ − ξ) − φi1) + ki2e
−β2(ξ−ξc)/α1×

× sin(τ − φi2), ξc < ξ ≤ ∞,

где kr, kr1 и ki1, ki2 — коэффициенты отражения и
прохождения; φr, φr1 и φi1, φi2 — соответствующие
фазы:

kr =
√
A2
r +B2

r , kr1 =
√
C2
r +D2

r ,

ki1 =
√
A2
i1 +B2

i1, ki2 =
√
C2
i1 +D2

i1,

φr = arctan(−Ar/Br), φr1 = arctan(−Cr/Dr),
φi1 = arctan(−Ai1/Bi1), φi2 = arctan(−Ci1/Di1).

Перемещение wr элемента стержня в точке на-
блюдения (ξ = 0), выраженное через амплитуду и
фазу δ волны, имеет вид:

wr = Ar cos τ +Br sin τ + e−β1ξc/α1×
×(Cr cos τ +Dr sin τ) = C sin(τ − δ),

C =
√
C2

1 + C2
2 , tan δ = −C1/C2,

где обозначено

C1 = Ar + Cre
−β1ξc/α1 , C2 = Br +Dre

−β1ξc/α1 .

Суммарное перемещение ws элемента стержня
в точке наблюдения (ξ = 0), выраженное через ам-
плитуду ∗ и фазу δ∗ волны:

ws = wi + wr = sin τ +Ar cos τ +Br sin τ+

+e−β1ξc/α1(Cr cos τ +Dr sin τ) = C∗ sin(τ − δ∗),

C∗ =
√
C2

1 + C∗2
2 , tan δ∗ = −C1/C

∗
2 ,

где C∗
2 = 1 +Br +Dre

−β1ξc/α1 .
Решение проведено численно для следующих

параметров системы: E = 2 · 1011 Па, G = 0.77 ·
1011 Па, ρ = 7800 кг/м3, ρi = 1000 кг/м3, Ri =
0.259 м, R = 0.265 м, ml = 100 кг/м, ω = 100 с−1,
xc = 20π/3 м. Параметры отраженной волны следу-
ющие: Ar = 0.021029, Br = 0.009465, Cr = 0.046190,
Dr = 0.002168.

На рис. 2 даются зависимости перемещения
элемента стержня в отраженной волне от безраз-
мерного времени τ для двух значений начальной
координаты распределенной массы: ξc = 20π/3
(фрагмент а), ξc = 40π/3 (фрагмент б) ξ = 0 и
различных ml (100; 200; 300 кг/м). Видно, что от-
раженные волны зависят от величины распреде-
ленной массы ml и ее начальной координаты ξc.
Чем больше величина распределенной массы ml,
тем больше величина сигнала в отраженной волне.

Зависимости сдвига фазы в отраженной волне
от начальной координаты распределенной массы ξc
при различных ml (100; 200; 300 кг/м) представ-
лены на рис. 3(а), а от интенсивности распределен-
ной массыml для различных значений ξc даются на
рис. 3(б). Анализ показывает, что сдвиг фазы в от-
раженной волне зависит от начальной координаты
распределенной массы ξc и ее интенсивности. Та-
ким образом, сдвиг фазы в отраженной волне мож-
но использовать для определения начальной коор-
динаты распределенной массы и ее величины.

Рис. 4 содержит зависимости коэффициента
отражения C от интенсивности распределенной
массы ml для различных значений ξc (фрагмент
а) и от координаты ξc для интенсивностей распре-
деленной массы ml (100; 200; 300 кг/м) (фрагмент
б). С ростом интенсивности распределенной массы
ml происходит увеличение коэффициента отраже-
ния C.
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Рис. 3. Зависимости сдвига фазы в отраженной волне от начальной координаты распределенной массы ξc (а)
при различных ml (100; 200; 300 кг/м) и от интенсивности распределенной массы ml (б) для различных
значений ξc

а) б)

Рис. 4. Зависимости коэффициента отражения C от начальной координаты распределенной массы ξc (а) при
различных ml (100; 200; 300 кг/м) и от интенсивности распределенной массы ml (б) для различных
значений ξc

4. Обратная задача

Могут быть использованы различные спосо-
бы [5] определения начальной координаты распре-
деленной массы и ее интенсивности в зависимости
от измеряемых характеристик волны с помощью
приборных средств. Рассмотрим только один спо-
соб: выделение отраженной волны и использова-
ние данных измерений перемещений в два момен-
та времени. Могут быть и другие способы выделе-
ния отраженных волн. Если обозначить через (wr)1
и (wr)2 замеренные значения перемещения в отра-
женной волне в точке ξ = 0 в моменты времени
τ1 и τ2 в пределах полупериода колебания, причем,
для простоты принять τ1 = 0, τ2 = π/2, то из (10)
последует система уравнений:

(wr)1 = Ar + Cre
−β1(ξc−ξ)/α1 ,

(wr)2 = Br +Dre
−β1(ξc−ξ)/α1 .

(12)

Например, решение прямой задачи для вы-
шеприведенных данных и ξc = 2π/3, ml =
100 кг/м дает, что (wr)1 = 0.0268385071, (wr)2 =
−0.009193060821.

Параметры ξc, ml определяются из (12) при за-
данных значениях (wr)1, (wr)2. Система (12) мо-
жет быть решена численно. Например, для (wr)1 =
0.0268, (wr)2 = −0.0091 решение системы уравне-
ний дает, что ξc = 2.096; ml = 99.805.

На рис. 5 приводятся зависимости начальной
координаты распределенной массы ξc (а) и ее ин-
тенсивности ml (б) от (wr)1 для различных значе-
ний (wr)2. Вычисления показывают, что по двум
замеренным значениям (wr)1, (wr)2 определяются
начальная координата распределенной массы ξc и
ее интенсивность ml.

Возможно использование и других измерений
параметров падающей, отраженной от воздушной
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Рис. 5. Зависимости начальной координаты распределенной массы ξc (а) и интенсивности распределенной мас-
сы ml (б) от (wr)1 для различных значений (wr)2: −0.0091 (1); −0.0095 (2); −0.0099 (3)

полости волн и проходящей волны.
Анализ отраженных волн в стержне позволяет

сделать вывод о том, что амплитуда и сдвиг фазы
зависят от начальной координаты распределенной
массы ξc и ее интенсивности ml. Таким образом,
сдвиг фазы в отраженной волне можно использо-
вать для определения начальной координаты рас-
пределенной массы ξc и ее интенсивности ml.

Полученная методика может использоваться
при разработке системы диагностирования длин-
ных трубопроводных систем.
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Математическая модель динамики неньютоновской

аномально термовязкой жидкости в круглой трубе1
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На основе уравнений динамики сплошной среды разработана математическая модель эволюции течения
несжимаемой жидкости в круглой трубе с учетом неньютоновских свойств жидкости и немонотонной зависи-
мости вязкости от температуры. Качественная картина движения подобна картине движения ньютоновской
аномально термовязкой жидкости. Существование аномалии вязкости приводит к уменьшению гидравличе-
ского сопротивления потока.

1. Введение

Высокие темпы развития химической и перера-
батывающей отраслей промышленности открыва-
ют широкие перспективы использования аномаль-
но термовязких жидкостей, существенно отличаю-
щихся по своим физическим свойствам от обыч-
ных ньютоновских жидкостей и проявляющие ярко
выраженную зависимость своих теплофизических
и физико-химических параметров от температуры.
Знание закономерностей течения рабочих сред с
переменными параметрами, обеспечивающих кон-
троль за качественными показателями, — важное
условие создания эффективных технологий.

При решении классических задач гидродина-
мики физические параметры, такие как вязкость,
теплоемкость и теплопроводность, как правило,
считаются постоянными. Но в реальных физиче-
ских системах процессы переноса в жидкостях за-
висят от изменения упомянутых параметров от
температуры. Одним из определяющих парамет-
ров при течении жидкостей, представляющих собой
растворы или расплавы полимеров, является вяз-
кость, которая, как оказалось, существенно влияет
на структуру самого течения. Вязкость большин-
ства жидких сред представляет собой монотонно
убывающие функции температуры, и такие течения
уже достаточно хорошо изучены (например, [1]).
Но в природе встречаются вещества, в которых в
определенном диапазоне температур могут проис-

1Работа выполнена при финансовой поддержке
Программы фонда фундаментальных исследований
ОЭ–13 ОЭММПУ РАН «Вихри и волны в сложных средах»
и Программы поддержки молодых ученых Президиума
РАН

ходить процессы полимеризации и деполимериза-
ции молекул, а вязкость в этом случае имеет немо-
нотонную зависимость от температуры. Под ано-
мально термовязкой жидкостью понимается жид-
кость, у которой вязкость немонотонно зависит от
температуры. Учет эффектов течения жидкостей,
обусловленных зависимостью вязкости от темпера-
туры, представляет сложную задачу, сопряженную
с необходимостью применения современных вычис-
лительных средств и методов математического мо-
делирования.

Ранее, в работах [2–4] были проведены чис-
ленные исследования течения аномально термовяз-
ких жидкостей в плоском канале и цилиндриче-
ской трубе с неоднородным температурным полем.
В них были установлены основные закономерности
течения, связанные с влиянием распределения по-
лей температуры и вязкости на гидродинамические
параметры потока.

Цель данной работы состоит в создании ма-
тематической модели динамики неньютоновской
жидкости, реологические свойства которой описы-
ваются степенным законом Оствальда де Вилла в
предположении, что вязкость жидкости зависит от
температуры немонотонным образом.

2. Постановка задачи

Рассмотрим неизотермическое течение жидко-
сти в круглой трубе диаметром D и длиной L с осе-
вой симметрией, возникающее под действием посто-
янного перепада давления ∆p. В начальный момент
времени жидкость в трубе покоится и имеет темпе-
ратуру, равную температуре стенке канала Tw. Тем-
пература втекающей в канал жидкости постоянна
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и равна Tin. Будем считать, что массовые силы от-
сутствуют, а теплофизические константы жидкости
не зависят от температуры.

Основными уравнениями, описывающи-
ми неизотермическое течение неньютоновской
аномально термовязкой жидкости, являются урав-
нения количества движения, уравнение сохранения
массы, уравнение сохранения энергии и уравнения,
связывающие девиаторы напряжений и скоростей
деформаций:





ρ

(
∂~u

∂t
+ ~u · ∇~u

)
= −∇p+ ∇ · τ ,

ρcp

(
∂T

∂t
+ ~u · ∇T

)
= κ∆T +D : τ ,

∇ · ~u = 0, D =
1

2

(
∇~u+ ∇~uT

)
.

(1)

Здесь ~u = (u ,w) — вектор скорости жидкости; p —
давление жидкости; ρ — плотность жидкости; T —
температура жидкости; τ — девиатор напряжения;
cp — теплоемкость жидкости при постоянном дав-
лении; κ — коэффициент теплопроводности; D —
тензор скоростей деформации.

Реологические свойства жидкости описывают-
ся обобщенным степенным законом Оствальда де
Вилла [5], а также учитывают немонотонную за-
висимость вязкости от температуры в следующем
виде:

τij = 2B (I2 , T ) ėij ,

B (I2 , T ) = µmin

[
1 +A1e

−A2(T−T∗)2
]
(I2)

n−1 .
(2)

Здесь B — эффективная вязкость; τij — компо-
ненты девиатора тензора напряжений; ėij — ком-
поненты тензора скоростей деформации; I2 — вто-
рой инвариант тензора скоростей деформации;
n — индекс течения (показатель нелинейности);
A1 = (µmax/µmin − 1) — параметр аномалии вяз-
кости, характеризующий отношение максимально-
го и минимального значений вязкости в диапазоне
температур (Tw , Tin); A2 > 0 — параметр ано-
малии вязкости, характеризующий степень запол-
ненности данного температурного диапазона ано-
малией вязкости (его увеличение свидетельству-
ет о сужении диапазона температур, на кото-
ром происходит немонотонное изменение вязко-
сти); T∗ = 0.5 (Tin + Tw) — температура, при ко-
торой жидкость имеет максимальную вязкость.

Уравнение (2) описывает поведение как псев-
допластичных (n < 1), так и дилатантных (n > 1)
жидкостей. При n = 1 и A1 = 0 имеем обычную
ньютоновскую жидкость с постоянным коэффици-
ентом динамической вязкости.

Для удобства последующего численного реше-
ния проведем обезразмеривание системы уравне-
ний (1)–(2):

r̃ =
r

D
, z̃ =

z

L
, t̃ =

tu0

L
, ε =

D

L
,

ũ =
u

εu0
, w̃ =

w

u0
, p̃ =

p

ρu2
0

,

T̃ =
T − Tmin

∆T
, ∆T = Tmax − Tmin,

Re =
ρDnu2−n

0 ε1−n

µmin
, Pe =

ρcpu0D

κ
,

Ec =
u2

0

cp∆T
, u0 =

nD

2(n+ 1)

(
D∆p

4Lµmin

)1/n

.

(3)

В силу осесимметричности постановки задачи
удобно использовать цилиндрическую систему ко-
ординат (r, ϕ, z), начало которой лежит в центре
входного сечения трубы, ось z совпадает с осью тру-
бы, ось r направлена от оси трубы к стенке. С уче-
том (3) выпишем систему уравнений (1)–(2) в без-
размерном виде и для облегчения записи опустим
значки тильда над безразмерными переменными:
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)
= −∂p

∂z
,

(5)

∂T

∂t
+

1

r

∂

∂r

(
ruT − r

εPe

∂T

∂r

)
+

∂

∂z

(
wT − ε

Pe

∂T

∂z

)
=
εEc

Re
B0I

2
2 ,

(6)

где B0 =
[
1 +A1e

−A2(∆T )2(T−0.5)2
]
(I2)

n−1
,

I2 =

[
2

(
∂u

∂r

)2

+ 2

(
∂w

∂z

)2

+

(
ε
∂u

∂z
+

1

ε

∂w

∂r

)2
]1/2

.

Начальные и граничные условия для скорости,
давления и температуры в безразмерном виде за-
пишутся следующим образом:

t = 0 : ~u = 0, p = 0, T = 0,

z = 0 : p =
∆p

ρu2
0

, T = 1,

z = 1 : p = 0,
∂T

∂z
= 0,

r = 0.5 : ~u = 0, T = 0.

(7)



Хизбуллина С.Ф. 141

-0.5 -0.25 0 0.25 0.50

0.5

1

1.5

2

2.5

r

w
/w

0

n = 1

n = 2

n = 0.5

Рис. 1. Характерные профили осевой скорости
неньютоновских жидкостей при течении в
круглой трубе для численного (точками) и
аналитического (сплошная линия) решений

Уравнения (4)–(6), дополненные начальными
и граничными условиями (7), полностью описыва-
ют течение неньютоновской аномально термовяз-
кой жидкости в круглой трубе. Построенная мате-
матическая модель может использоваться как для
псевдопластичных, так и дилатантных жидкостей.

3. Результаты моделирования

Численное интегрирование полученной систе-
мы дифференциальных уравнений (4)–(6) выпол-
нялось с помощью метода контрольного объема с
использованием алгоритма Simple [6], модифициро-
ванного для учета переменного коэффициента вяз-
кости. Для решения полученных систем алгебраи-
ческих уравнений использовался метод переменных
направлений. В качестве тестовой задачи рассмат-
ривалось стационарное течение степенной жидко-
сти с постоянным коэффициентом вязкости в круг-
лой трубе. В этом случае задача имеет аналитиче-
ское решение, и осевая скорость определяется по
формуле:

w(r) =
nR

n+ 1

(
R∆p

2Lµmin

)1/n [
1 −

( r
R

)1+1/n
]
, (8)

где R = D/2 — радиус трубы. Для ньютоновской
жидкости n = 1, B = µ, и уравнение превращается
в известную формулу Пуйзейля [7].

На рис. 1 приведены типичные профили осевой
скорости при течении неньютоновской жидкости в
круглой трубе при различных значениях индекса
течения n. Точками показано численное решение
системы (1)–(2), а сплошной линией — аналитиче-
ское решение, определяемое по формуле (8).

Проведенные численные исследования течения
неньютоновской аномально термовязкой жидкости
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Рис. 2. Зависимость расхода от времени для раз-
личных значений параметра аномалии A1
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Рис. 3. Распределение значений осевой скорости
вдоль оси трубы для различных значений
параметра аномалии A1

в круглой трубе с осевой симметрией показали, что
распределения полей физических величин (вязко-
сти, температуры, компонент вектора скорости и
давления) имеют структуру аналогичную течению
ньютоновской аномально термовязкой жидкости.
Как и ранее [2–4], оказалось, что процесс втека-
ния аномально термовязкой жидкости сопровожда-
ется образованием термовязкой структуры — «вяз-
кого барьера», создающего значительное гидравли-
ческое сопротивление потоку. Развитие течения до
его установления приводит к существенному вытя-
гиванию вязкого барьера по потоку и возникнове-
нию кольцевых пристеночных областей изменения
вязкости, отражающих зависимость динамической
вязкости от температуры.

Рассмотрим, как изменяются значения расхо-
да, осевой скорости, температуры и вязкости вдоль
оси трубы при течении псевдопластичной (n = 0.65)
и дилатантной (n = 1.54) жидкостей для различ-
ных величин амплитудного значения вязкости A1

(рис. 2–4). Для наглядности на рисунках приве-
дены кривые для жидкости с постоянной вязко-
стью, характеризуемой значением параметра ано-
малии A1 = 0. Значение параметра аномалии A2

полагалось равным 0.01.
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Рис. 4. Распределение значений температуры
вдоль оси трубы для различных значений
параметра аномалии A1
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Рис. 5. Распределение значений вязкости вдоль
оси трубы для различных значений пара-
метра аномалии A1

На основании численных расчетов было уста-
новлено, что величина расхода существенным об-
разом зависит от параметра аномалии A1. При
этом увеличение максимального значения вязко-
сти, характеризуемого параметром A1, способству-
ет уменьшению расхода (рис. 2).

Интересным представляется тот факт, что с
увеличением параметра аномалии A1 разница меж-
ду максимальным и минимальным значениями осе-

вой скорости начинает расти (рис. 3). Несмотря
на то, что теплоемкость и теплопроводность рас-
сматриваемой жидкости не зависят от температу-
ры, распределение температуры вдоль оси трубы
зависит от амплитуды вязкости (рис. 4). С увели-
чением аномалии вязкости A1 зона аномально вы-
соких значений вязкости располагается ближе ко
входу в трубу (рис. 5), что связано с уменьшением
расхода жидкости, а именно с замедлением тече-
ния. В связи с чем с возрастанием параметра A1

жидкость охлаждается больше.
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Выпрямляющийся разлет газа из вихря1

Юлмухаметова Ю.В.
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В работе рассмотрена одна подмодель движения газа с линейным полем скоростей. Ее образует система
нелинейных дифференциальных уравнений с начальными данными. Найдено несколько первых интегралов
такой системы. Для специальных начальных данных задачи найдено приближенное решение дифференци-
альных уравнений подмодели. Такому решению соответствуют мировые линии, описывающие выпрямляю-
щийся разлет частиц газа из вихря. Построены траектории движения частиц газа.

1. Введение

Решение в виде линейного поля скоростей яв-
ляется фундаментальным для любых уравнений
механики сплошной среды. Такие модели в газовой
динамике были получены еще Дирихле и Риманом
[1,2] при изучении динамики эллипсоидальных фи-
гур идеальной несжимаемой жидкости. Для полит-
ропного газа такая модель в лагранжевых перемен-
ных получена Овсянниковым Л.В. [3], Дайсоном [4].
В этом случае найдены некоторые интегралы по-
лученной системы. Лаврентьевой О.В. в работе [5],
была рассмотрена математическая модель движе-
ния несжимаемого жидкого эллипсоида со свобод-
ной границей, в которой скорости частиц жидкости
являются линейными функциями координат, изу-
чено качественное поведение решения такой моде-
ли при больших временах. Пухначевым В.В. в [6]
рассмотрено плоское движение идеальной несжи-
маемой жидкости с линейным полем скоростей. По-
лучено решение, описывающее вращение жидкого
круга вокруг центра с постоянной угловой скоро-
стью.

В данной статье будет рассмотрена модель дви-
жения газа с линейным полем скоростей, одна из
перечисленных в [7], а именно ПОДМОДЕЛЬ 1.
Найдено приближенное решение подмодели. В ре-
зультате построены мировые линии частиц газа для
данного решения, описывающие выпрямляющийся
разлет частиц газа из вихря.

1Работа выполнена при поддержке гранта Правительства
РФ № 11.G34.31.0042.

2. Уравнения ПОДМОДЕЛИ 1

В ПОДМОДЕЛИ 1 для решения уравнений га-
зовой динамики с линейным полем скоростей

~u = A(t)~x + ~u0(t), (1)

где A = ||aij(t)|| — матрица; ~u0(t) = ||u01, u02, u03||T ,
~x = ||x1, x2, x3||T — векторы, введены дополнитель-
ные переменные по формулам

B = A′ +A2, ~v = ~u′0 +A~u0, τ ′ = τtrA, (2)

а уравнение состояния имеет вид

p = ργh(S) ± a0

2
ln ρ, (3)

где γ, a0 — постоянные; h(S) — функция энтропии
S. Плотность и давление задаются формулами:

ρ =
a0 + τ−γ

~x · S~x+ 2~ξ · ~x+ φ(t)
,

p = −a0 + τ−γ

2
ln |~x · S~x|−

−ω1(a0 + τ−γ)

∫
dI

|P (t, I)| + p0(t),

p′0 + (ln τ)′γp0 = (ln τ)′γa0 ln(a0 + τ−γ),

P (t, I) = I2s33 + 2Is23 + s22, I = αβ−1,

α = x2 − x1ω2(ω1)−1, β = x3 − x1ω3(ω1)−1,

(4)

так что энтропия определяется из (3), S = ||sij || —
симметричная часть матрицы B. Вектор ~ξ(t) опре-
деляется из равенства:

∆~ξ(t) = (s33s22 − s223)~v − ω1(v2~s3 − v3~s2),

∆=(ω1)2+s33s22−s223 6= 0, s33s22−s223 6= 0,
(5)



144 Труды Института механики УНЦ РАН, 2012. Выпуск 9, ч II.

где ~si — столбец матрицы S; vj — координата век-
тора ~v; ωk — координата вектора ~ω, который задает
антисимметричную часть матрицы B:

E < ~ω >=

∥∥∥∥∥∥

0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

∥∥∥∥∥∥
, ω1 6= 0,

то есть
B = S + E < ~ω > . (6)

Функция φ(t) определена соотношением

∆φ(t) = (v3)2s22 + (v2)2s33 + 2v2v3s23. (7)

После подстановки решений (1), (3), (4) в урав-
нения газовой динамики и учитывая равенства (2),
(5), (7), получены дифференциальные уравнения
для определения матрицы S векторов ~ω, ~v [7]:

S′ + SA+ATS = (1 − γ + c0(t)) (ln τ)′S,

~ω′ = A~ω − γ(ln τ)′~ω,

~v′ +AT~v + S~u0 + ~ω × ~u0 =

=
(
(1 − γ)~v + c0(t)~ξ

)
(ln τ)′,

c0(t) = γτγ (a0τ
γ + 1)

−1
,

(8)

и дополнительные соотношения

S~ω = 0, ~v · ~ω = 0, (9)

которые выполняются в силу уравнений подмодели,
если выполняются в начальный момент времени.

Таким образом, ПОДМОДЕЛЬ 1 состоит из 6-
ти нелинейных дифференциальных уравнений пер-
вого порядка для нахождения 6-ти неизвестных.
Функции плотности, давления и уравнение состо-
яния заданы. Подмодель вполне определена.

Дифференциальные уравнения для матрицы
A, функции τ из (2) и уравнения (8) для матрицы S
и вектора ~ω назовем основными, так как они незави-
симы от уравнений для векторов ~u0 и ~v. Введем на-
чальные данные для основных уравнений при t = 0:

S(0) = S0 = ||s0ij ||, ~ω(0) = ~ω0 = ||ω01, ω02, ω03||T ,

τ(0) = 1.

Для матрицы A будет справедливо разложе-
ние A = SA + E < ~ωA >, SA = STA = ||sAij ||,
~ωA = ||ω1

A, ω
2
A, ω

3
A||T . Тогда начальные данные для

A имеют вид:

SA(0) = S1 = ||s1ij ||, ~ωA(0) = ~ω1 = ||ω11, ω12, ω13||T

A(0) = S1 + E < ~ω1 > .

Основные уравнения образуют нелинейную си-
стему 19-го порядка с 18-ю параметрами для на-
чальных данных.

3. Интегралы

Матричным уравнением (2) действуем на век-
тор ~ω, учитывая (9), (6), получим равенство

A′~ω +A2~ω = 0.

Из уравнения (8) выразим A~ω и подставим в по-
следнее равенство. Получим линейное однородное
дифференциальное уравнение для вектора A~ω, ре-
шение которого имеет вид:

A~ω = ~σ1τ
−γ , (10)

где ~σ1 = S0~ω0 + ~ω1 × ~ω0. Интеграл (10) позволя-
ет найти решение линейного неоднородного диффе-
ренциального уравнения (8) в виде:

~ω = (~σ1t+ ~σ2) τ
−γ , (11)

где ~σ2 = ~ω0. Учитывая (11), интеграл (10) можно
переписать в виде линейного интеграла:

A (~σ1t+ ~σ2) = ~σ1. (12)

Начальные данные задачи при t = 0 должны
удовлетворять для ПОДМОДЕЛИ 1 дополнитель-
ному соотношению:

S0~ω0 = 0. (13)

4. Преобразования эквивалентности

Основные уравнения допускают некоторые
преобразования эквивалентности, сохраняющие
структуру уравнений, но меняющие начальные
данные. Воспользуемся этим фактом для сокра-
щения числа параметров задачи с начальными
данными.

Основные уравнения допускают преобразова-
ния сдвига t→ t+t0. Тогда в интеграле (12), за счет
выбора t0, можно добиться того, чтобы ~σ1 ·~σ2 = 0 и
получить дополнительное уравнение связи началь-
ных данных:

~ω0 · S1~ω0 = 0. (14)

Основные уравнения, интеграл (12) допуска-
ют поворот, осуществляемый постоянной ортого-
нальной матрицей O: A → OTAO (~ωA → OT ~ωA,
SA → OTSAO), S → OTSO, ~ω → OT ~ω. За счет вы-
бора матрицы O векторы ~ω, ~ωA в начальный момент
времени повернем в положение:

~ω0 = ||ω0, 0, 0||T , ω0 6= 0, ~ω1 = ||ω11, ω12, 0||T . (15)

Тогда из уравнений связи начальных данных (13),
(14) получим: s011 = s012 = s013 = 0, s111 = 0.

Основные уравнения, интеграл (12) допускают
преобразования растяжения: t → δ−1t, A → δA,
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S → δ2S, ~ω → δ2~ω. За счет выбора параметра рас-
тяжения δ, величину ω0 из (15) можно сделать ±1.

Других линейных преобразований эквивалент-
ности нет.

Интегралы (11) и (12):

ω1 = ω0τ
−γ , ω2 = ω0ts

1
12τ

−γ ,

ω3 = ω0t
(
s113 − ω12

)
τ−γ ,

a11 + a12ts
1
12 + a13t

(
s113 − ω12

)
= 0,

a21 + a22ts
1
12 + a23t

(
s113 − ω12

)
= s112,

a31 + a32ts
1
12 + a33t

(
s113 − ω12

)
= s113 − ω12,

понижают порядок основной системы. Преобразо-
вания эквивалентности уменьшили количество па-
раметров начальной задачи с 15 до 10 существен-
ных параметров. Учитывая найденные интегралы,
решение основных уравнений сводится к решению
системы:

~a′3 + ~a3

(
a33 − a13t(s

1
13 − ω12)

)
+

+~a2

(
a23 − a13ts

1
12

)
= ~s3 + ~ω × ~k−

−a13

(
~ω1 ×~i+ ~s11

)
, τ ′ = τtrA,

~a′2 + ~a2

(
a22 − a12ts

1
12

)
+

+~a3 (a32 − a12t(s13 − ω12)) = ~s2 + ~ω ×~j−
−a12

(
~ω1 ×~i+ ~s11

)
, s′ij + ~sj · ~ai+

+~si · ~aj = f(τ)(ln τ)′sij , i, j = 1, 2, 3,

(16)

где~i,~j, ~k — декартов базис; f(τ) = 1−γ+γτγ(a0τ
γ+

1)−1, A = ||~a1,~a2,~a3||.
Начальные данные:

A(0) =




0 s112 s113 + ω12

s112 s122 s123 − ω11

s113 − ω12 s123 + ω11 s133



 ,

S0 =




0 0 0
0 s022 s023
0 s023 s033


 , τ(0) = 1.

Интегралов системы (16), кроме (11), (12) боль-
ше не обнаружено, поэтому решить аналитиче-
ски систему (16) с произвольными существенными
параметрами не представляется возможным. Рас-
смотрим систему (16) при специальных значениях
начальных данных.

5. Плоская модель

Система (16) записана для матриц A и S тре-
тьего порядка. Для специальных начальных дан-
ных система (16) имеет дополнительные интегралы.
Определение. Если матрицы A и S имеют вид

A =

(
0 0
0 Ā

)
, S =

(
0 0
0 S̄

)
,

Ā =

(
a22 a23

a32 a33

)
, S̄ =

(
s22 s23
s23 s33

)
,

то будем говорить, что они задают плоский (дву-
мерный) случай системы (16).

Теорема. Если начальные данные для матрицы
A выбрать в виде

S1 =




0 0 0
0 s122 s123
0 s123 s133



 , ~ω1 = ||ω11, 0, 0||T , ω11 6= 0,

то система (16) сведется к плоскому случаю.
Перепишем систему (16) для плоского случая

с учетом разложения матрицы A = SA+E < ~ωA >:

ω′
A + ωA(ln τ)′ = ω0τ

−γ ,

(sA22)
′ + (sA22)

2 + (sA23)
2 − (ωA)2 = s22,

(sA23)
′ + sA23(ln τ)

′ = s23,

(sA33)
′ + (sA33)

2 + (sA23)
2 − (ωA)2 = s33,

s′22+2(s22s
A
22 + s23s

A
23 + s23ωA) =

= f(τ)(ln τ)′s22,

s′23 + s23(ln τ)
′ + sA23(s22 + s33) + ωA(s33−

−s22) = f(τ)(ln τ)′s23, (ln τ)′ = sA22 + sA33,

s′33 + 2(s23s
A
23 + s33s

A
33 − s23ωA) =

= f(τ)(ln τ)′s33,

(17)

с начальными данными:

ωA(0) = ω11, s
A
22(0) = s022, s

A
33(0) = s033, s

A
23(0) = s023,

s22(0) = s122, s23(0) = s123, s33(0) = s133, τ(0) = 1.

От переменных ωA, sA22, s
A
23, s

A
33, s22, s23, s33, τ

системы (17) перейдем к переменным ωA, sA23, s23,
trSA, τ , trS, |S|, |SA|, где |S| — определитель мат-
рицы S:

(τωA)′ = ω0τ
1−γ , (sA23τ)

′ = s23τ,

s′23 + sA23trS − ωA(s22 − s33) =

= (f(τ) − 1)(ln τ)′s23,

τ ′′τ−1 = trS + 2|SA| + 2ω2
A,

(τ |SA|)′ = ω2
Aτ

′ + τ(G− 2sA23s23),

τ ′ = τtrSA

|S|′τ = 2|S|τ ′(f(τ) − 1),

(trS)′ = f(τ)trSτ ′τ−1 − 2(F + 2sA23s23),

(18)

где G = sA33s22 + sA22s33, F = s22s
A
22 + s33s

A
33, s33 =
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trS − s22,

s22 =
1

2
trS +

√
1

4
(trS)2 − s223 − |S|,

sA33 = trSA − sA22,

sA22 =
1

2
trSA ±

√
1

4
(trSA)2 − (sA23)

2 − |SA|.

(19)

Система (18) имеет интеграл

|S| =
|S0|(a0τ

γ + 1)2/a0

(a0 + 1)2/a0τ2γ
, |S0| = s022s

0
33 − (s023)

2.

В (18) явно не входит переменная t, поэтому сдела-
ем замену

τ ′ = λ(τ) 6= 0,

где λ — некоторая функция от переменной τ . Тогда
dt = λ−1dτ . Таким образом, порядок системы (18)
понижен на 2 единицы:

(τωA)τ = ω0τ
1−γλ−1, (τsA23)τ = s23τλ

−1,

λ(s23)τ + sA23trS − ωA(s22 − s33) =

(f(τ) − 1)λτ−1s23,

λλτ τ
−1 = trS + 2|SA| + 2ω2

A,

(τ |SA|)τ = ω2
A + τλ−1(G− 2sA23s23),

τ(trS)τ = f(τ)trS − 2τλ−1(F + 2s23s
A
23).

(20)

6. Частное решение плоской модели

Пусть в (20) sA23 = 0. Тогда она имеет еще один
интеграл. Из 2-го и 3-го уравнений системы следует
s23 = 0, s22 = s33, ωA 6= 0, F = G = s22λτ

−1. Тогда
6-ое уравнение интегрируется:

s22 =
s022(a0τ

γ + 1)1/a0

(a0 + 1)1/a0τγ
.

Система (20) принимает вид:

(τωA)τ = ω0τ
1−γλ−1,

λλτ = 2(s22 + |SA| + ω2
A)τ,

(τ |SA|)τ = ω2
A + s22.

(21)

Система (21) имеет интеграл:

λ2 = 4τ2|SA| + k, k = (s122 − s133)
2. (22)

Отсюда определяется |SA|. Уравнения (21) свелись
к двум уравнениям:

λcτ = ω0τ
1−γ , 2τλλτ = λ2 − k + 4c2+

+N0(a0τ
γ + 1)1/a0τ2−γ ,

c = τωA, N0 = 4s022(a0 + 1)−1/a0

(23)

с начальными данными

c(1) = ω11, λ(1) = s122 + s133. (24)

Найдем приближенные решения уравнений (23).

7. Приближенные решения

Первое уравнение (23) допускает растяжение
τ = Tτ1, c = T 1−γ/2c1, λ = T 1−γ/2λ1. Применяя
растяжение ко второму уравнению (23), получим

2τ1λ1(λ1)τ1 = λ2
1 − kT γ−2+

+4c21 +N0(a0T
γτγ1 + 1)1/a0τ2−γ

1 .

Положим
T 2 = k, T γ = ε, (25)

где ε, k — малые параметры; γ — фиксированная
постоянная. Разложим λ1 и c1 в ряд по степеням ε:

λ1 = λ0 + ελ01 + . . . , c1 = c0 + εc01 + . . . . (26)

При ε = 0 получим уравнения нулевого приближе-
ния:

λ0c0τ1 = ω0τ
1−γ
1 , τ1(λ

2
0)τ1 = λ2

0 + 4c20 +N0τ
2−γ
1 .

Введем замену переменных при помощи инварин-
тов растяжения [8]:

λ0 = µτ
1−γ/2
1 , c0 = 2−1gτ

1−γ/2
1 , s = ln τ1, (27)

получим автономную систему

gs + g(1 − γ/2) = 2ω0µ
−1,

(µ2)s + (1 − γ)µ2 = g2 +N0.
(28)

Откуда следует уравнение Абеля:

dµ

dg
=
N0 + g2 + (γ − 1)µ2

4ω0 + gµ(γ − 2)
. (29)

Уравнение (29) допускает дискретные симметрии:
µ → −µ, g → −g; ω0 → −ω0, µ → −µ. Следова-
тельно, уравнения (29) достаточно рассмотреть при
g ≥ 0 с ω0 = +1. Далее рассмотрим простой случай
γ = 2, N0 = 1. Уравнение (29) примет вид:

4
dµ

dg
= 1 + g2 + µ2. (30)

У каждой интегральной кривой уравнения (30) су-
ществует асимптота g = g0, g0 — постоянная; µ =
F (g, g0). Выберем интегральную кривую соответ-
ствующую нулевым начальным данным µ(0) = 0:

µ = F (g).

Дальнейшее решение будем искать для этой кри-
вой. При этом численные расчеты дают g0 ≃ 3, 65.

Определим начальные данные задачи (28) при
t = 0. Так как функция µ(τ1) есть нулевое при-
ближение для λ(τ1), то µ(1/

√
ε) ∼ s122 + s133 = α, а
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так как g(τ1) есть нулевое приближение для c(τ),
то g(1/

√
ε) ∼ 2ω11 = β (см. (24), (26), (27)).

Определим функции A(τ), ~u0(τ). Из первого
уравнения (28) функция g = G(τ) определяется
неявно соотношением

∫ g

g1

F (g)dg=2 ln
τ

τ1
,

µ=F (G(τ))=M(τ)∼λ(τ),
(31)

где g1 = g(τ1), τ1 ∈ (τ0;∞).
Из (23), (26), (27) следует ωA ∼ G(τ)(2τ)−1.

Из (19), (22), (25) следует sA22 =
1

2
(λ +

√
ε)τ−1,

sA33 =
1

2
(λ − √

ε)τ−1. Элементы матрицы A из (1)
определены

−AT = A =




0 0 0
0 sA22 −ωA
0 ωA sA33



 =
D

2τ
,

D =




0 0 0
0 M(τ) +

√
ε −G(τ)

0 G(τ) M(τ) −√
ε



 .

(32)

Для вектора ~u0 справедливо уравнение:

µ~u0ττ +
(
µτ +

µ

τ

)
~u0τ +

(
2Aτ +

1

τ
A

)
~u0 =

2τ

a0τ2 + 1
~ξ,

(33)

где

~ξ(1 + 16(a0τ
2 + 1)−2/a0) = µ~u0τ +A~u0−

−4(a0τ
2 + 1)−1/a0

∥∥∥∥∥∥

0
µ(~u02)τ + (A~u0)2
−µ(~u03)τ − (A~u0)3

∥∥∥∥∥∥
,

2Aτ +
1

τ
A =

1

τ2

(
2

F (G)
H − 1

2
D

)
,

H(G) =




0 0 0
0 Fg(G) −1
0 1 Fg(G)


 .

Для приближенного решения растянем пере-
менную τ =

√
ετ1. С точностью до ε уравнение (33)

принимает вид:

µ~u0τ1τ1 +

(
µτ1 +

µ

τ1

)
~u0τ1+

+

[
2H(G)

τ2
1F (G)

− D(τ1)

2τ2
1

]
~u0 = 0.

(34)

Начальные данные возьмем в виде ~u0 =
~u00, ~u0τ = ~u01. Если начальные данные нулевые,
то решение нулевое ~u0 = 0.

–15

–10

–5

0

5

10

15

z(tau)

–15 –10 –5 5 10 15

y(tau)

Рис. 1. Траектории частиц

8. Мировые линии частиц

Мировые линий задаются уравнением [9]:

d~x

dt
= A~x+ ~u0,

где матрица A задана формулой (32), вектор ~u0 за-
дан формулой (34). Перейдем к дифференцирова-
нию по τ :

M(τ)
d~x

dτ
∼ A~x+ ~u0.

В координатной записи имеем:

M(τ)xτ = u01,

M(τ)yτ =
1

2τ

(
(M(τ)+

√
ε)y−G(τ)z

)
+u02,

M(τ)zτ =
1

2τ

(
G(τ)y+(M(τ)−

√
ε)z
)
+u03,

(35)

где M(τ) и G(τ) вычисляются по формулам (31).
Решая систему (35) численно при ǫ = 0, 1, τ ∈
[0, 7; 10], G(1) = 1, M(1) = 0, 3411, получим ми-
ровые линии. Траектории частиц изображены на
рис. 1. Каждая частица газа двигается по своей
траектории. Частицы, находящиеся на одной тра-
ектории в начальный момент времени, двигаются
по ней. Скорость частицы при движении совершает
поворот. Выясним, как ведут себя траектории при
τ → ∞.

В полярных координатах y = r cosϕ, z =
r sinϕ при нулевых начальных условиях для урав-
нения (34), система (35) расщепляется:

2τr−1rτ = 1 +
√
εM−1 cos 2ϕ,

2τMϕτ = G−
√
ε sin 2ϕ.

(36)

Решение по ϕ периодическое с периодом π.
Значит, начальные данные ϕ(1) = ϕ0 достаточно
брать в интервале ϕ0 ∈ (0;π). Начальные данные
r(1) = r0 определяются произвольной постоянной
r0. При r0 = 0 имеем решение r = 0, частица стоит
на месте.
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z

y

Рис. 2. Положение касательной к траектории

Приближенное решение для ϕ таково

ϕ = ϕ1 +
√
εϕ2 +O(ε), (37)

с начальными данными ϕ0 = ϕ01 +
√
εϕ02, где

2τMϕ1τ = G, 2τMϕ2τ = − sin 2ϕ1 =⇒

ϕ1 = ϕ̃01 +

∫
G

2τM
dτ, ϕ2 = ϕ̃02 −

∫
sin 2ϕ1

2τM
dτ,

где ϕ̃01, ϕ̃02 — постоянные, которые согласуются с
пределами интегрирования.

Приближенное решение (36) для r имеет вид

r = r0
√
τ

(
1 +

√
ε

2

∫
cos 2ϕ1

Mτ
dτ

)
+O(ε). (38)

При τ → ∞ функция M(τ) ∼ 4τ1/2c−1, где c —
некоторая постоянная. Теперь по формулам (37) на-
ходим функцию ϕ:

ϕ ∼ ϕ0 −
c

4τ1/2

(
g0 −

√
ǫ sin 2ϕ01

)
,

где ϕ0 = ϕ̃01 +
√
ǫϕ̃02 +

c

4τ
1/2
1

(g0 − √
ǫ sin 2ϕ01). По

формуле (38) находим функцию r(τ):

r = r0

(√
τ − c

√
ǫ

4

(
cos 2ϕ01 −

cg0
4
√
τ

sin 2ϕ01

))
+

+O(ε
√
τ) +O(

√
ετ−1/2),

где ϕ01 = ϕ̃01 +
cg0

4τ
1/2
1

. Итак, ϕ → ϕ0, r → ∞ при

τ → ∞.
Из формул для ϕ(τ) и r(τ) находим выражение

для r = r(ϕ):

r ∼ r1(ϕ0 − ϕ)−1 + r2 +O(ϕ0 − ϕ),

где r1 = r0k, r2 = −r0ck−1
√
ǫ sin 2ϕ01/16, k = c(g0 −√

ǫ sin 2ϕ01)/4 > 0.
Определим угол ψ между касательной к линии

r = r(ϕ) в некоторой точке и радиусом вектором

этой точки при τ → ∞. Угол вычисляется по фор-
муле:

ctgψ =
d ln r

dϕ
∼ r1

(ϕ0 − ϕ)(r1 + r2(ϕ0 − ϕ))
→ ∞ ⇒

ψ ∼ ϕ0 − ϕ.

То есть, при τ → ∞ касательная приближается к
радиусу-вектору: ψ → 0. Угол наклона касательной
к оси y имеет предел: ϕ+ ψ → ϕ0.

Определим наличие асимптот у траектории.
Для этого определим как меняется при r → ∞ зна-
чение y1 (см. рис. 2):

y1 = r cosϕ− r sinϕ ctg(ϕ+ ψ) = r
sinψ

sin(ϕ+ ψ)
∼

∼ r1(ϕ0 − ϕ)−1 (ϕ0 − ϕ)

sinϕ0

=
r1

sinϕ0

<∞

Следовательно, у касательной есть предельное по-
ложение, то есть существует асимптота у любой
траектории. Данный факт полностью согласуется
с рис. 1.

9. Заключение

Итак, описанное в статье решение задает вы-
прямляющийся разлет газа из вихря.
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